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Correction

Partiel

»:N— N* définie parp(n) =n+1 est bien définie et réalise une bijection.
¢:N— P définie parp(n) = 2n est bien définie et réalise une bijection.

n [0 1 2 3 4 5
pn)|0 -1 1 -2 2 -3

Sin est pair alorsy/2e NCZ doncp(n)eZ™ CZ.

Si n estimpair alors: +1 est pair etn +1)/2e N* d'ou ¢(n)€Z *CZ.

Ainsi pour toutn € N, ¢(n) € Z . L'application ¢ est bien définie.

Supposong(n) = o(m) . Ci dessus on a observé que paupair o(n) € Z* et que poum impair
p(n)eZ™. p(n) etp(m) étant de méme signe, et m ont méme parité. S'ils sont tous deux pairs
alors I'égalitéo(n) = ¢(m) donnen/2=m/2 puis n=m. S'ils sont tous deux impairs, on conclut de
méme. Ainsip est injective.

Soit peZ. Si p>0 alors p=¢(2p) avec2p e N doncpelmy . Sien revanche <0, alors
p=p(—(2p—1)) avec—(2p—1)e N donc p € Imy . Finalementy est surjective.

Pour toutp,qe N, 2 e N* et 2¢+1e N" donc p(p,q) € N*. L'application ¢ est bien définie.
Supposonsy(p,q) = ¢(p’,¢') alors 2* (274 1)= 2’ (2’ + 1). Quitte & échanger les couplesg) et
(p'.q'), on peut supposer > p’ et on obtient alors la relatio?’ ” (27 + 1)= 2/’ + 1. Le nombre
2¢' +1 étant impair, on ne peut avoir— p’ € N* et doncp = p’. Il reste alors2g +1= 2’ + 1 qui
donneg = ¢’ . Finalement I'applicationy est injective.

Posonsd = {p eN/2¥ |n} . A estune partie d&, non vide cal0€ A. Si 2" |n alors2’ <n, or

p <2’ doncp<n.Ainsi A est majorée (pan ) et donc possede un plus grand élément que nous
noteronsyp . Puisquep € A, 2’ |n ce qui permet d’écrire =2’k aveck € N*. Or le nombrek est
impair car s'il était pair,p ne serait pas le plus grand élémentdeCela permet donc d'écrire
k=2q+1 avecqe N puis de conclurer = ¢(p,q) .

Par ce qui précéde est bijective. Puisqudl® est en bijection avel” et queN" est en bijection avec

N, on peut conclure quBli® est en bijection avell . L’application réciproque de celle-ci réalise une
bijection deN vers N et permet de conclure qué’* est dénombrable.

Si on notey une bijection deN versZ (comme en |.2.), l'applicatiop : N* — Z? définie par

o(p.q) = ((p),(q)) réalise clairement une bijection @& vers Z?2. A partir de cette bijection et d’une

bijection deN vers N?, on construit par composition une bijectionNevers Z? et on peut conclure
que Z? est dénombrable.

L'applicationy de N versQ définie pary(n) =n répond au probleme.

Sip(r) = (r") alors (p,q)= (p',q') avecp/q et p’/q’ les représentants irréductibles deet . On a
alorsp=7p' etg=¢q' puisr=yp/q=7p'/q’=r" d’od l'injectivité de p. © n'est revanche pas surjective
car par exemple le coupl@, 4) n'est pas une valeur prise, puisqu'’il ne forme wae fraction

irréductible.

Il suffit de composep avec une injection d&” versN pour former une injection d® versN.

Partiell

PourM =F,onaRCFE eth(F)CE doncE€P.Ainsi P=g.
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On saitAC B=h(A)Ch(B) doncRC M et h(M)C M donne respectivement{R) C h(M) et
h(h(M)) C h(M) . On a bien sGikR C RUA(M) et puisqueh(RUA(M)) = h(R)Uh(h(M)), on a aussi
h(RUM(M)) Ch(M)C RUR(M) doncRUR(M)€eP.

Remarquons qué contient tout ensemble inclus dans tous les enssndle P . Pour toutM € P, on a
RC M doncRC A. De plus, pour tout/ € P, onaAcC M donch(A) C h(M)C M . Puisqueh(A)
estinclus dans toutf € P, h(4) C A. FinalementAc P.

Par 1l.1.b,RUAK(A) € P donc AC RUA(A). De plus, puisquel € P,onaaussikR C A et h(A)C A de
sorte queRUA(A) C A et donc par double inclusioA= RUA(A) .

Soitz € g *(A) . Onag(z) € A= RUR(A). Or g(z) €lmg et R=C,(Img) doncg(z) ¢ R et donc
g(z) € h(A) . Par suite il existen € A tel que g(z) = h(a) c’est a direg(z) = g(f(a)) . Or g estinjective
donc z = f(a) et doncz € f(A). Ainsi g *(4) C f(A) . Inversement, soit € f(A). Il existea € A tel
que z = f(a) et g(z) = g(f(a)) = h(a) €(A) C A. Ainsi z € g *(A) et doncf(A4)C g *(4). Par double
inclusion g *(A4) = f(4).

Puisqued’ = f(A) , l'application f’ est surjective par construction. De plus, paricti&in d’'une

application injective,f’ est aussi injective. Finalemefit est bijective. Par le méme argumefitest
aussi injective.R =C,(Img) C A donc par passage au complémentdire Img . Par suite tout élément

de B posséde au moins un antécédent qui par défirdéoR’ appartient a8’ . Ainsi ¢’ est surjective
et finalement bijective.

SoitzeF.ze€B & g(r)eBegr)dAsag g (A)=f(A)<x¢gA . DoncB'=C,A".
Supposons(z) = p(z') . Si z,2" € A alors l'injectivité def’ permet de conclure =z’ . Si z,2' ¢ A
alors c’est I'injectivité deg’ " qui permet cette fois-ci de conclure. Quitte Zeiserz et z’, il reste a
étudier le casoir € A etz' ¢ A. Ona alorsp(z) € A' = f(A) etp(z')eB' =g (B) or ANB' =2
donc I'égalitép(r) = p(2') est dans ce cas impossible. Finalemengst injective.

Soityc F.Onyc A’ ouyc B'. Dans le premier cag,c Im f' et doncy € Imy . Dans le second cas,

r=g'(y)€B ety=g () =p(z) €Imy. Dans les deux cag, est une valeur prise par et doncy
est surjective. Finalement est bijective.



