Nombre de surjections

Dans tout le probleme; et p désignent des entiers naturels.

Partie |

Pour toutpe N etkeZ, on note(g) le nombre de parties & éléments d’'un ensemblezaéléments.

1.

4.b

Rappeler I'expression o(%) a I'aide de nombres factoriels lorsque {O ,p}.

Que vaut(g) pourk>p ouk<0 ?

Démontrer, pour tol <k <p+1, la relation(g) +(1£1) = (p ;1) .

. , k
p _ N p+1
Etablir, pour touD<k<p+1,la re|at|0n(kf1)— p+1( k )

_ . k—p [ D) 7.n
on posea(n,p)_;(—l) ”(k)k: .
Calculers(0,0) et o(0,p) pour p>0.

Montrer :o(n,p+1)= fg(n,p)jL%.g (n+1p+ 1)
p

Partiell

On noteS(n,p) le nombre d’applications surjectives au déparhdnsemble & éléments et a I'arrivée dans
un ensemble & éléments.

1.
2.
2.a

2.b
2.C
3.

CalculerS(n,n) et S(n,p) pour p>n.
On considéreéy un ensemble & +1 éléments e’ un ensemble & +1 éléments.

Combien y a-t-il de surjectionfs F — F' dont la restriction au départ de\ {a} soit encore surjective ?
Combien y a-t-il de surjections. E — F dont la restriction au départ dé\{a} n'est pas surjective ?
En déduire la relationS(n +1,p+1)= (p + 1)(5 Cp+IH+S@p )

Montrer queS(n,p) =o(n,p).

Partielll

E désigne un ensemblera éléments.
On appelle partition ep classes d’'un ensemblg, toute famille(4,,...,A) formée de parties d& telles

queVke{l...p} A =2, |J A=FEetVklc{l..plk=l=>ANA=0.

1.
l.a

1b

1<k<m

Soit(4,,...,4,) une partition ap classes de .
Montrer quevz € E, 3k € {1,...,p} tel quez € 4, .
On pose alorsf(z) = k ce qui définit une applicatioffi: F — {1 ,p} .

Montrer quef est surjective.



Inversement, soif : E — {1....,p} surjective.

On pose, pour tout € {1,...,p}, 4, = f*({k}) .
Montrer que(4,,...,A ) est une partition @ classes dev'.

Déduire de ce qui précede le nombre de parsiton classes de .



