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Correction
Préliminaire
AX estune matrice colonne dont le coefficient deglee d'indice ¢ estzn:ai‘j .
=
SoitA=(a,,)€S, etB=(b,)€S,.On etudieAB=(c,;) €S, avecc, = iaiykbw .
(1) Vi,j,ke{l...n},0onaq, >0 eth >0 doncc, >0. -

(2) ABX=AX =X doncVie{l,...,n}, i“w‘ =1.
j=1

Partie |

Sia=b=1alorsA=1 etpourtoutpeN, A" =1T.

1

I sip estpail
0 .

) 0
Sia=b=0 alorsA_[1 A sinon

et pour toutp e N, A" = {

P —(-n-@ro-on=[3 7 1) T

]_ 0.
Cette division euclidienne s’écrit” = PQ + R avecdegR < 2 ce qui permet d’écrirdk =aX + 3.
En évaluant cette relation de division euclidieenel eta +b—1 qui sont racines dé on obtient :
1) —
o (a+b-1" -1
a+b-2
_(a+b-1)—(a+b-1y
a+b—2

ou

F—a+ﬂ
B

@+b71p:a@+bfﬂ+ﬂd

Par la relation de division euclidiennd” = P(4)Q(A) + R(A) donc

1 [(al)(a+b1)p+b1 (1a)(@+b1)°1)l
a+b—2| @=b0)((a+b-1 -1 OG—De+b—+a—1

Onag,b€]0,1 doncO<a+b< 2 puisja—b—1 <1 etdonc(a+b—1) ———0.

p—+oo
_ b—1 a-—1
P —_—
Par suite(A”) converge vers ab_ 2[1; -1 a-— 1] '

A" =aA+ (I =

Partie Il
1 00 011
Introduisons/ =|0 1 Ol etJ=|1 0 1|.0OnakFE =Vect(,/) avecl,J linéairement
0 01 110

indépendantes donE' est un sous-espace vectoriel de dimension 2/gg€) donc (I,J) est base.

Clairement/,V € E et (U,V) libre donc(U,V) est base d& cardimb = 2.

A+2u=3 A=a+2
A—pu=3b pw=a—>b ’
Les composantes d& (a,b) dans(U,V) sonta+2b eta—b.

M(a,b)=\U + v @{

UP=U,V?’=1-20+U?=V,UV=U-U*=VU=0.
Puisquel/ etV commutent (al/ + GV)? 22[2 () (BV)" .
k=0

Orpourke{l,...,n—1,ona(al)" (V)" " =0 carUV =0




donc (aU + BV)! =a’U" + pV? =a'U + 37V

M(a,b) =@+ 2)U+ (@—0b)yV

M(a,b)€ S, ssia,b>0 eta+2b=1 (ce quiimpliquea €[0,1 etb€[0,1 2)
Si b=0 alors M (a,b) =1 etdonc(M(a,b)") converge verd .

Si b>0 alors

d’'une part(a +2b)’ =1————1

p—+00

et d'autre part-1< a7%< a—b<a<ldonc(a—b)————0.

p——+0oo

Par suite(M(a,b)”) converge verd/ .

Partie Il

Soite €&, . Vi,je{l....,n}, m ;>0 etVie{l,...n} Zm Z Lo, =1donc M, €S,.
j=1

n
B= (bi,_j) averi,j = Z‘Sa(i),kak,j =05

k=1
B est obtenue en permutant les lignesAdaelono .
C= (Ci,,j) avecg, ; Zam ro() — QioG):

C est obtenue en permutant les colonnesidselono .

=0

a'oa (i),j

MM, =(a,,) aveca,, Z k0o = doncM M, =M,

am,a”l(n

MM =M M, =1 donc M estinversible etV , estson inverse.

Il est clair que(A/?) converge verd quando =1d.

Inversement supposorfd/”’) convergenteM! = M, = (60‘,(7,)7,) .

La convergence dé/? implique la convergence dés,()
Or pour que ces derniers convergent, ils doivaet&ationnaires.

Ainsi, pour p suffisamment grand, on a pour tayj : ¢ i 60,,(7_)7_.
On a alors pour toute {1....,n}, o""(i)=0"(i) donco(i)=1i caro’ €6, .

Ainsi o =1d
Partie IV

Par extractior(A*) converge verss .
Or A?” = A” x A” donc par opérationg4*’) converge aussi verB”.
Par unicité de la limiteB = B*.

al = Za, a) >Za a? = carZaiL =1. Par suitea""? > o).
k=1

al’™? = Za ) < Zaéykﬂ]@) = 3" etdoncs"™® < 3. Enfin il est clair quen'”™ < ¥V,
k=1

Peauflnons :
Notons ¢ I'indice tel quea) = 3%

(p+l) _ () _ (») (p) _ (») (»)
Zama Za»ka a0 Zalkalm +a,,5,

k¢£ A#é



2b

T n
(p+1) (») ) _ (») (») (») (»)
donc ;™ > E a, o +a,,0;" = E a0 +a,,6" > +e6.
k=1 k=1
k=l

Ainsi a§1'+1) > 65].(’)) + oz](.”) )

Une démarche analogue laissée au soin du lecteatiaitionne3*™ < 8% — 6.

Cela permet alors de justifie"™ < 8% — " — 2:6% = (1—- 22 .

Par récurrenc@< 6 < (1- 226 donc 5"’ ———0.

Les suites(a”’) et (3") sont donc adjacentes. Notofis leur limite commune.

Pour touti € {1,...,n}, on aa!” <a!”’ <3 donc par le théoréeme des gendarrmg’sﬁ%_7 .
Par suite(A”) converge vers une matride@ dont toutes les lignes sont égale(i{a f)

Elles sont toutes égales.



