Correction

d’aprées Centrale TSI 1997

Partie |

la S et A sontbien des sous-espaces vectoriel3/d€R) .
SiMeSNA alors'M=M et'M=-—M doncM =0. Par suiteSN.A ={0} .

Soit M € M,(R) . PosonsS:%(M+”M) etA:%(MJM) _

OnaSecS, Ac A etM=5+A doncS+A=M,(R).
FinalementS et A sont supplémentaires dans,(R) .

a b c
1b  S=ib d ellab,cde,feRr= Vectl,,.. S;)
c e f
avecS, =FE,5,=F8,S,=E,5,=F,+F,S=E 4 F.etS,=E,+FE,.
La famille (S,,...,S,) est clairement libre et donc forme une basede
Par suitedimS = 6 et par supplémentaritdim.4 = 3.
a b c
lc T={lk ¢ m |la,b,cklymrs—a—LleRr= Vect( ,.. T ..
r s —a—/{
avecT,=F —-F,T,=E,T,=E,T=E,T~=F—~EJT=E 0 =E etl,=F,.
T est donc un sous-espace vectorielldgR) et comme la famill€7;,...,T,) est clairement libre,
dim7 =8.
2.a  SoitM,N € M,(R) et \,peR . Pourtouti € {1,...,8}, on as,(AM + uN) = s, (M) + ps,(N) .
Par suite\ est linéaire.

11100000
00011100
000000T11
10010010

2b A=Matse@)=15 1 50100 1
00100100
10001000
00101010

2.c  Ennotantl,,...,L, les lignes de la matrice ci-dessus, on observelgyel, + L,=L,+ L+ L.
Par suiterg A= rg(L, ... ,.Lg )= 19, ,.. Lg).
Supposons\,L, +---+ ALy =0 :

N+A=0
A =0 A =0
X +A=0 A =0
A +A=0 A =0
On obtient le systeme, +\; + )\, + A; =0 qui donne aisémenty:\, =0
A +2=0 A, =0
A+A+2=0 A =0
AN+A=0 =0
A+A=0

La famille (L,,...,L;) étantlibre :rgA=rg(L, ... ,Ly)= 7.
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3.b

4.a

4.b

Par le théoreme du rangimkery = dimdM, R )— rgp = 2.

W = Vect((L,.. ,1)) est un sous-espace vectoriel H& et M = ¢ ()W) donc.M est un sous-espace

vectoriel car image réciproque d’un sous-espactoriet par une application linéaire.

MNT etV sont bien des sous-espaces vectorieldde

Soit M e MNTNV.
PuisqueM €V, on peut écrirell =)\J avecAeR.

PuisqueM €7 , onaA+A+A=0 doncA=0 puis M =0. Ainsi MNT NV ={0}.
Soit M € M. Posons\ =s,(M)/3 et N =M —\J de sorte quéV € 7 .

OnaM =N+ avecN e MNT etAJeV.Ainsi MNT)+V=M.
FinalementM N7 etV sont supplémentaires dand .

Les matrices magiques de trace nulle corresgurien aux éléments dery .

Par suitedimM N7 = 2 et commedim) =1 on a par supplémentaritim M = 3.

1 -1 0
A=[-1 0 1| convient.
0o 1 —-J
0 -1 1
B=|1 0 -1 convient.
-1 1 O
Considérons la famillé4, B,J) .
a4y —a—0F+y B+ 0 0O
SupposonsyA+3B+~J=0.0na|—a+ 5+~ v a—B+~v|=/0 0 O
—B+7 a+p+y  —aty 000

qui donne aisément = 3=~ =0.
La famille (4,B,J) est libre et formée d8@= dimM éléments deM, c’est donc une base def .
a+v=1 y=2
—a—fFf+v=2ja=-1
f+y=3 [|B=1

1
La matrice cherchée e
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