Banque PT , 2000, Math I-A
Partie I

1.) La fonction G de P = {(z,y) € R?, y > 0} dans R? définie par : G(z,y) = arctan (";) est de classe C™ sur P, comme
composée de fonctions de classe C°°.On calcule successivement :

8G( ) 1 1 Y 8G( ) x 1 x BZG( ) 2z y 82G( ) 2z y
—(x = = = o — (x = —— = — N x = — . x = —
oz Y y1+§% 22+ Y2 Oy Y y21+§% x2 + 92 Ox? 4 (x2 +9y2)?" oy? Y (22 + y?)?

et donc: AG(z,y) = 0. lLa fonction G est harmonique sur A

2.) Si ¢ est une application de classe C™ sur R, alors, par composition, F : (z,y) — > ¢ (';) est de classe C*° sur P; donc
F est harmonique sur P si et seulement si : V(z,y) € P, AF(x,y) =0.

@( )__1 /(f)a_F( )__ﬁ ,<£>82_F( )__1 //<§>82_F( )_2_37 /<£>+x_2 //(f)
8.’17 xay—yQO y 7ay T, Y) = yg(p y ’8302 x7y_y2¢ y aayg r,Y) = 3(}9 4@

Y (Y Y Y
AF(z,y) 2z ,<x>+<1+x2> ,,<x>
z,y)=—¢" = S+t )¢ (=
y? (] vyt y
on poset = ‘; qui est surjective de P sur R et donc F est harmonique sur P si et seulement si: Vi € R, 2t¢’(t) + (1 +

t2) " (t) =0
C’est une équation différentielle linéaire résoluble d’inconnue ¢’ (t)

et donc

A

IMER, VEER, ¢(t)= e m0+) =
pi(t)=Ae T

on prend les primitives

B p) e R2. Ve R, o(t) = Marctant + 4

3.) L’application 6 de R* dans R définie par t — > arctant + a:rctan;'t' est impaire, ainsi que 'application sgn, on se limite a
RT* .

2
0 est dérivable sur cet intervalle et 0'(t) = 795 + ﬁ% = 0. 0 est constante or (1) = 7/2

[pour tout réel t non nul, arctan ¢ + arctan = sgn(t) |

x = |z|cos(Arg(z))

y = |2|sin(Arg(z)) Comme (x,y) € P ,on ay > 0 donc Arg(z) €]0, x|

4) Siz=z+1y, (z,y) €P: ona{

e Sixz >0, alors Arg(z) €]0, %[ et £ = tan( Arg(z)), donc Arg(z) = arctan (-ﬁ) = 2 —arctan (-';) =2 -G(z,9).
e Sixz < 0,alors Arg(z) €]%, [ et ¥ = tan( Arg(z)) = tan( Arg(z) — «), avec Arg(z) —m € — %,0[ donc Arg(z) — 7 =
arctan (l‘), d’out

x

Arg(z) = 7 +arctan (¥) = 7 — £ — arctan (";) =% —-G(z,y).

e Siz=0,alors Arg(z) =%, et G(z,y) =0=2 — 2

V(z,y) e P, Gz,y) =2— Arg(z+ iy)

e Siz >0, alors lim,_, 5+ arctan (j) =7 car '5 tend vers +oo.

e Siz <0, alors lim,_, o+ arctan (3;) = -3 car % tend vers —oo.

e Siz=0,alors G(z,y) =0, et limy_,o+ G(z,y) =0

Zsiz>0
glz)=| Osiz=0

—-g siz <O



+oo
convergence de I’intégrale impropre / ﬁ(ﬁ? dt :On pose 0t — > ﬁ(ﬁ? et on montre U'intégrabilité de 6 sur R :
—00

e g est continue par morceaux sur R , et comme (z,y) € P on a y > 0 donc t— > (z — t)2 + y? est continue strictement
podsitive.Donc la fonction # est continue par morceaux sur R .

o t210(t) —i— oo |124" limite fine donc 6 est intégrable sur RT

e De méme 0 est intégrable sur R~

+o00
L’intégrale / (TE% dt convergd

Calcul :

X b'e X
e pour X > (Oona: / (—Tf‘tg)%b dt=73% (Z])T d -z {arctan (T)} == {arctan('sz) + arctan (';‘)}
0 Y
e Si X tend vers +oo : f0+009(t)dt =7z (g — arctan (i)) = 3G(z,y)

0
de méme / 0(t)dt =% G(x,y)

+oo
V(x,y)EP, /_ (Ti%dt:WG(x,y)

Partie 11

1.) La conique n’est pas définie si « =0 ou @« =1 . Notons la C,,.

esia<(0,onaa<0eta—1<0laconique est vide.

e Sia>1lonaa>0et a—1>0laconique est I'ellipse de centre O d’axe focal x'Ox car a > o — 1,; son équation est de
2 —
la forme "% + 1;5 =1, avec a = v/, et b = y/a — 1.La distance focale ¢ vérifie ¢ = a®> —b> =1, donc ¢ = 1, et les foyers

a

sont les points (—1,0) et (1,0).

e Si0<a<la>0et a—1<0laconique est une hyperbole de centre O, d’axe focal x/Ox; son équation est de la forme
2

2
L & =1, avec a = Vo, et b = V1 — a.La distance focale ¢ vérifie ¢ = a® + v = 1, donc ¢ = 1, et les foyers sont les

a? b2 T
mémes.

|Les coniques de la famille 7 ont mémes fovers (—1.0) et (1,0 |

2 2
2.) (zo,y) € P étant donné, avec zo # 0, la fonction ¢ : @ — > 20 4 > — 1 est définie sur R\ {0, 1}, et est somme de
fonctions décroissantes strictement sur chaque intervalle] — oo, 0[, ]0, 1], ou |1, +o0o[ .% est donc décroissante strictement sur

chaque intervalle.

e Sur ]0,1[ on a limg () = 400 , lim; (¢p) = —00 , et ¢ est continue strictement monotone. La restriction de ¢ & ]0, 1] est
bijective de ]0, 1] sur R

e de méme la restriction a |1, +oo|[ est bijective de |1, +oo[ sur | — 1, +o00]

La conique C, de la famille F passe par Mo(zo,yo) € P, avec xg # 0, si et seulement on a ¢¥(a) = 0 (avec a €
10, 1[U]1, +o0[);par bijection monotone on a donc deux solutions (et seulement 2 ) , 'une dans |0, 1] et autre dans |1, 4+o00].

[Pour tout point (zg,y) € P, avec xq # 0. il passe exactement une ellipse et une hyperbole de la famille F

L’équation ¢(a) = 0 équivaut & a? — a (14 23 + y2) + 22 = 0; on a donc

2 2 2
lar+ a0 =14+ a2 +42 . aras = 22




Si zg = 0, alors une conique de la famille F passe par le point (0,yo) si et seulement si il existe un réel a de 0, 1[U]1, +o0]

vérifiant
2

EEEI =1 soit « = 1+ y3 > 1. Pour tout point (0,y9) € P, il passe une conique et une seule de la famille F et c’est une

ellipse.

3.) Soit My(xo,y0) € P, avec g # 0, et Cy,, Cq, les coniques de F passant par M.
2z

La tangente en M, a C, est orthogonal au vecteur gradient < o0 > Il suffit donc de prouver ’orthogonalité des deux
a—1

vecteurs %‘L? et 2:“&20 en faisant le produit scalaire : 2% 2%o 2o _Zuo. _ g + 4y _ dag +

fﬁ Q_QQLL_QE p a1 a2 a1—1 az—1 = araz a1 az—(a1ta2)+1 a3

42

R (teiietl = 4 — 4 = 0 grace aux relations précédentes.

[Les tangentes en un point commun a deux coniques de F sont orthogonales

4.) La fonction z : (u,v) — > chu cosv est de classe C*° sur R?, et

Pux 0%z

ﬁ(u,v) = chu cosv = x(u,v), ﬁ(u,v) = —chu cosv = —z(u,v)

donc V(u,v) € R2, Az(u,v) =0, et la fonction = est harmonique sur R2.

2 2
De méme, la fonction y : (u,v) — > shu sinv est de classe C™ sur R? et %% =y, %% = —y, donc Ay = 0; la fonction y
est harmonique sur R?.

[Les fonctions z et y sont harmoniques sur R3

La matrice jacobienne de H est donné par les dérivées partielles

<8H OH > B ( shucosv —chusinv >

E(u,v),a—y(u,v) chusinv  shucoswv
D’ou le jacobien :
J(u,v) = sh?ucos?v + ch?usin®v = sh®u (1—sin?v) + (1 + sh? v) sin® v = sh? u 4 sin® v

On a donc J(u,v) =0 <= shu=0et sinv=0<=u=0etv ={r].

[Le jacobien de H s’annule aux points (0,kx). k € 7

5.)
. o ) . x = chugcosv
e Image par H de la droite u = ug : il s’agit de la courbe d’équation . , veER
y = shugsinwv
2 2 2 2
o A e y: : 2w e —x2 Wt .
si ug # 0, on reconnait une ellipse de centre O, d’équation cartésienne 75 o Tz = 1 soit =5 ot a1 1;

Iellipse en question est donc C 2,

I = COsv

y=0 ° v € R, et on reconnait le segment d’extrémités (—1,0) et (1,0), c’est-a-

— si ug =0, la courbe s’écrit {

dire les foyers communs..

T = cosvgchu

. u € R.
y = sinvgshu ’ <

e Image par H de la droite v = vy : il s’agit de la courbe d’équation {

. . . . L 2 2 . 2 2
— sivg # (r/2], on reconnait une branche d’hyperbole d’équation cartésienne —%— ——%6— = 1 soit —%5— +—t— =
. cos®wvo  sin®wvo ] cos®wvg  cos vojl
1; hyperbole en question est donc Ceos2 4, ; la branche parcourue est celle située dans le demi-plan ou z a le signe

de cosvg

remarque :contrairement a ce que laisse penser le sujet nous n'obtenons pas l’hyperbole entiére.

. o = h . . . .
e — sivg = (i], la courbe s’écrit { v zos_vgc Y ueRr (avec sinvg = £1 ). On obtient les demi-droites [Fx) (cas
sinvg = 1) et (z'F’] (cas sinvy = —1).
— si vy = 3 [r], la courbe s’écrit { v = 0 , u €R et on obtient ’axe des ordonnées en entier.
y = sinvgshu



e Recherche des images réciproques par H des coniques C,, et des axes 'Oz, y'Oy :

Soit C, la conique d’équation *%2 + j’j— =1 (a €]0,1[U]1, +o0[).

H_I(Ca): {(u7v) ERQ, ch2 2 00217+ <h?2 ;, |1n217 _1}

«

— Si a > 1, soit ug =argch \/E. On cherche les couples (u,v) tels que
ch?u cos’v  sh?wusin® v ch®u cos’v  sh®w sin®v 9 .9
3 + 5 = 1<% 3 + 5 =cos" v +sm v
ch” ug sh” ug ch” ug sh™ ug

h? h?u
<C2u—1>c052v+<82 —l)sm v=20
ch” ug sh” ug

La fonction u— > <f]%; — 1) cos? v + (ﬁ — 1) sin? v est paire et strictement croissante sur R+ .Elle admet

donc au plus une racine . Or u = ug est racine évidente donc u = Fug, et tout réel v convient. On obtient donc
deux droites.

sia >1, H(C,) = {(u,v) € R?, u=+argch(y/a), v e R}

— Si a €]0, 1], alors soit vy = arccos va. et on cherche les couples (u,v) tels que

2 2 .2 2 2 .2
ch?u cos?v  sh®w sin” v ch®u cos?v  sh®w sin® v

2 2
> — — = l& > — — =ch“u—sh®u
cos? vy sin® vg cos? v sin” vg

2 02
cos” v sin” v
= (—2—1) ch?u — <—2 —1) sh?u=0
cos? vy sin” vy

On peut alors étudier v— > ("“‘22—“' — 1) ch?u — ('S"“—“' — 1) sh?u sur [0,7/2] de dérivée strictement négative.

cos“vg sin“ vo

vg . Sur R on a donc sinv = +sinwvg et cosv = +cosvg soit

Donc on a une seule racine sur [0,7/2] , v =
] et tout réel u convient.On obtient une infinité de droites.

v==% arccos\/@ﬂ'}, ou v = 7 % arccos \/@W

lsi o >1, H1(C,) = {(u,v) € R?, v=+arccos(va), uc R} U{(u,v) € R?, v = +arccos(v/a), u € R}

— H '(2'0z) = {(u,v) € R?, shusinv =0} = {(u,v) € R?, u=0ou v=(ir]}.Ce sont les deux axes de coordonnées
— H7'(y'0Oy) = {(u,v) € R?, chu cosv =0} = {(u,v) € R?, v =32 7] }.C’est une infinité de droites.

e Montrons que la restriction de H & ]0, +00[x]0, 7 est une bijection de 10, +o00[x]0, [ sur P
V(.’L'(), yO) S P7 HI(an UO) 6]07 +OO[><]O, 7T[7 H(UO; UO) = (l’o, yO)

— si kg # 0, alors par (zg,yo) il passe exactement une ellipse C,, et une hyperbole C,, de la famille F (a7 > 1 et
0<ay < 1).
D’apres I’étude précédente, il existe un unique réel strictement positif ug > 0 tel que I'image réciproque H ~! (Cay)
soit la droite d’équation u = wuyg.
De méme, il existe un unique réel vy de ]0,7[ tel que l'image réciproque H ! (K,,) de la branche K,, de C,,
contenant (z¢,yp) soit la droite d’équation v = vy : clest vy = arccos\/a_g si g > 0, et vy9g = ™ — arccos \/52 si
xo < 0.
Donc, H ' (zg,y0) = H ' (Co, N Ky,) = H ' (Co, ) NH ' (Ka,) = {(uo,v0)}

chucosv =0
shusinv = yq

v=m/2

— si zg =0, alors le systéme d’inconnues (u,v) €]0, +o00[x]0, 7| :{ w = argsh (yo)

équivaut a {

[la_restriction de H & ]0.4+o00[x]0. 7| est une bijection de ]0. +o00[x]0. x| sur P

6) En supposant que f est de classe C? sur R?, f o H est alors de classe C'2 sur R?, et on a successivement (le théoreme
de Schwarz s’applique) :

8fazH(u,v) =shu cosvg—i (H(u,v))+chu sinv%—i (H(u,v))



2 2 2
% (w,v) = chu cosv%ﬁ (H (u,v)) + sh? ucos? U%! (H (u,v)) + shucosv ch usin Uaiéfy (H(u,v))
2 2
+ shusin v% (H(u,v)) 4+ chusinvshucosv ] (H (u,v)) + ch? u sin? va—é (H(u,v))
Y dxdy Jy
2
H
aaf—uoz(u,v) = chu cosv %(H(um))—&—shu sinv g—i(H(u,v))
2 2 2
+sh 2u cos %v 8—£(H(u,v))+ch 2u sin v 8—‘];(H(u,v))+25hu chu sinv cosw o7 (H(u,v))
x oy 0xdy
et de méme :
H
5f8<; (u,v) = —chu sinv% (H(u,v)) +shu COSUZ_J; (H(u,v))
0%f o H af 2 oo O°f : 0% f
502 (u,v) = —chu cosv o (H(u,v))4+ch “u sin “v 92 (H(u,v)) — chu sinv shu cosv 8:L°3y(H(u’v))
. of . O*f 2 s Of
—shu sinv oy (H(u,v)) 4+ shu cosv (—chu sinv) azay(H(u,v)) +sh “u cos “v EIE (H(u,v))
soit
2
H
%(u,v) = —chu coswv %:(H(u,v)) —shu sinw g—;(H(u,v))
0% f >f 0 f
2 w2 Y J 3 2 L2, = _9q . J gy —
+ch “u sin “v &EQ(H(u,v))erh u cos “v RN (H(u,v)) —2shu chu sinv coswv &vay(H(u,v))
d’ott

A(f o H)(u,v) = J(u,v)Af (H (u,v))

Si f est harmonique sur P, alors par composition, fo H est de classe C™ sur |0, +00[x]0, 7[, et le calcul précédent montre

qu’alors A (fo H) = 0 sur ]0, +00[x]0,7[. Donc :

[Si f est harmonique sur P, la fonction f o H est harmonique sur |0, +0o[x]0, 7]

Partie I11

Dans toute cette partie 'hypothése r < b assure que D, C P et donc que f(a + r cosf,b+ rsind) est bien défini , continu.
1)
e Dans lintégrale [ [, f(u,v)dudv, on fait le changement de variables défini, en passant en polaire de centre (a,b) :

T=a+ pcosb
y=>b+ psind

0<p<r

Le jacobien est p, et le disque fermé de centre (a,b) et de rayon r est obtenu pour { 0<f8<2r "

On a donc

T 27 T
// flu,v)dudv = / dp ( f(a+pcosf,b+ psin H)pdde)) =27 / pm(a,b, p) dp.
D 0 0 0

e FEn employant la formule de Green-Riemann avec P = —%5, Q= %ﬁ et D = D,, on obtient :

Ik fDT Af(u,v)dudv = frjr —%5 (u,v) du —Q—%ﬁ (u,v)dv ot ') est le cercle de centre (a,b) de rayon r parcouru dans le sens
direct;
u=a-+rcosf

v —b4rsing 0 € [0,2 7], Vorientation étant celle des 0 croissants, on obtient

en paramétrant le cercle par {

27
/ Af(u,v)dudv:/ (—%f(a—o—rcosﬁ,b—l— rsin@)(—rsinﬂ)+%(a+rcos€,b+rsin9)(rcos€)> de
D, 0 Y x



Donc :

2m
/ Af(um)dudvzr/ <ﬂ(a+rcost9,b+r sinf) cos@—l—ﬂ(a—i—rcosﬂ,b—i—r sinf) sin@) de
D, 0 817 8y

2.) On doit prouver la continuité d’une intégrale & parametre.
e VO e [0,2r] ,7r— > f(a+rcosf,b+ rsinf) est continue sur [0, ] (car (a +rcos8,b+ rsind) € P )
o Vre0,b,0— > f(a+rcosf,b+ rsin ) est continue sur [0,27] , donc intégrable sure ce segment

e on a domination sur tout segment [0, R] C [0,d[: f est continue sur le compact B(0, R) C P , donc bornée sur ce compact
V(r,0) €:[0,R] x [0,27] |f(a+ rcosf,b+rsind)| < | f||,, fonction constante donc intégrable sur le segment.

[r— > m(a.b.r) est continue sur [0,b]

3.) En employant le résultat du III 1.), M(a,b,r) = ';‘)5 f(;‘pm(a, b, p)dp ,or forpm(a,b,p)dp est une primitive.

e L’application p — > pm(a,b,p) est continue sur [0,d], donc, par primitive d'une fonction continue, ’application r

r

- > / pm(a,b,p)dp est de classe C'!, sur [0,b]. Et donc r— >M(a,b,7) =3 [ pm(a,b,p)dp est continue sur |0, b|.
0 0

r2

e Etude de la continuité en 0 :

2 " 2 2 "
Mabr) — flab) =5 [ et o - Cien) =5 ( [ tomta.p - pr(a b))
L’application p — > pm(a,b, p) est continue en 0, et m(a,b,0) = f(a,b), donc :
2 T
MGabr) = flab) =5 ([ plmlabop) = ma.b.0)dp)
r 0

On écrit la continuité en 0
Ve >0, Ja>0, 0<p <a=|m(a,b,p)—m(a,b,0)] <e

Il en résulte :
-

2
r<a=|M(a,br)— fla,b)] <= /pgdpze
r
0

et donc

[ — > M(a.b.r) est continue en (

4.) On doit prouver la dérivabilité d’une intégrale & parameétre , que l’on sait étre continue .

On a 2Hletr Cogg‘b”sm o — %ﬁ(a + rcosf,b+ rsin @) cos 0 + %g(a + rcosf,b+ rsin ) sinf

-
f étant C*° on a :

O f(a+rcosf.b+rsind)
or

o r—> continue sur [0, b[

Of(a+r cos.b+rsind)
or

° H— > continue sur [0, 2] donc intégrable sur ce segment
e On adomination sur tout segment [0, R] C [0, b[: par continuité sur le compact B(0, R) on a domination par une constante
(idem III.2.)

L’application r — > m(a, b, r) est de classe C'! sur [0,b]. En particulier, r — > m(a, b, r) est dérivable sur ]0, b|.

Sa dérivée s’obtient par la régle de Leibniz, et on a :
27

Vr €]0, b, %ff(a,b,r) =3 J; (%ﬁ(a—i—r cosf,b+r sind) cosf +%§(a+r cos0,b+r sinf) sinG) de

Gréce au IIT 2°), on a encore :

|Vr €]0, ], %‘f‘(a,b,r) === [/, Af(u,v)dudd

2701

Uhypothése v > 0 ne sert que pour le calcul de la dérivée , pas pour la classe
T

5 On a prouvé au ITI 3.) que l'application r — > / pm(a,b, p)dp est de classe C* sur |0, b[ donc aussi r— > M (a,b,r) = ;22-
0

fOT pm(a,b, p) dp par quotient par une fonction C*' non nulle.
On calcule (dérivation d’un produit et d’une primitive) :



oM

4 (" 2
D) == [Comiabp)dp+ 5 0 mlabr) =

2 (m(a,b,r) — M(a,b, 1))

<

Partie IV

1.) Si f est harmonique sur P, elle est de classe C*° sur P, et d’apres le IIT 4.), pour tout r de ]0,b], (a b,r) =
2w r ffD Af u, v)dudv =0.

La fonction r — > m(a, b, r) est donc constante sur |0,b[, et, par continuité, sur [0, b].

Comme m(a,b,0) = f(a, b), on a: Vr e [0,b], m(a,br)= f(a,b).

Isi_f est harmonique sur P. alors f vérifie la propriété de movenne circulaire sur M|

2.) Si f vérifie la propriété de moyenne circulaire sur P, elle est de classe C* sur P, et d’aprés le ITT 1.),
/ £ (u, v)dudo = 27 / pm(a,b,p)dp= 27 f(a,b) / pdp =17 f(a,b)
D 0 0

d’ou M(a,b,r) = f(a,b).

ISi_f posséde la propriété de movenne circulaire sur P, elle posséde la propriété de movenne spatiale sur P

3.) Sif verlﬁe la propriété de moyenne spatiale sur P, elle est de classe C* sur P, et

vr €0, b, 24 (a,b,7) = 0.

En utlhsant le T11 5), il en résulte que pour tout r de ]0,b[, m(a,b,7) = M (a,b,r) = f(a,b), donc f vérifie la propriété de
moyenne circulaire sur P.

[Si f possede la propriété de movenne spatiale sur P. elle possede la propriété de moyenne circulaire sur P

4 Montrons que si f vérifie la propriété de moyenne spatiale sur P, il en va de méme pour %E.On va passer grace a 1’équivalence
précédente par la moyenne circulaire :
On doit donc montrer :

b
(V(a,b) € P,Vr €]0,¥], f(a,b) = QL/ fla+ rcosf,b+ 7’sin9)d9>
™ a

b
= (V(a b) € P,Vr €]0,], a—f(a,b): i/ %(a—l— rcosf,b+ rsin@)dﬂ)

C’est donc un probléme de dérivation sous le signe [ ,par rapport & la variable a :
e a— > %f(a +7cosf,b+ rsin @ est continue

o 0— > %ﬁ(a + rcosf,b+rsind) est continue donc intégrable sur le segment [0, 27| (toujours car comme r < b on reste

dans P )

e On prend [A, B] C R ; par continuité de(a,d)— > %(a + rcosf,b + rsin @) sur le compact (a,0) € [4,B] x [0,27] la
fonction y est dominé par une constante intégrable sur le segment [0, 27] .
On peut appliqugr la formule de Leibniz.
%ﬂf(a,b):g‘; 7T%ﬂf(a—o—r<:os€,b—§—rsi119)d9
%ﬁ possede les proopriétés de moyenne circulaire et spaciale sur P

On procede de méme pour démontrer que %5 possede la propriété de moyenne spatiale sur P en prenant [A, B] C R™ et en
dérivant par rapport a b.

2 2
En itérant cette propriété, on montre que %5 et % vérifient aussi la propriété de moyenne spatiale sur P.
Par linéarité A f la vérifie aussi.

ISi_f vérifie la propriété de movenne spatiale sur P. il en va de méme pour Af]

5.) Si f vérifie la propriété de moyenne circulaire sur P, alors pour tout (a,b) de P, et tout r de |0, [, %(a,b,r) = 0.
D’apres le III 4.), cela implique [ [, Af(u,v)dudv= 0.

D’ aprés la question précédente, A f vérifie la propriété de moyenne spatiale sur P, donc pour tout (a,b) de P, et tout r de
10, 0], ffD Af(u,v)dudv = == ffD Af(a,b)dudv = Af(a,b).

On a donc pour tout (a,b) de P, Af(a, b) =0, et f est harmonique sur P.




