PT 2004 Math IIB

1. Etude de la fonction Béta

n

1. a) Soit z €]0, +oo[.(1 — f) = e"0=3)  Or In(1 + ) ~p et donc lim {nln(l - E)} = —x et donc
n n

€T T
li 1——) =e”
LT ) =

x

b) ®,, est défini par morceaux , continue par morceaux sur R , non continue en n . par contre ¢, est C! sur [O,n[ et
In, +o00[

On a donc sur [0, n]

n—1 N
9077,/(‘%) =—e "+ <1 N E) =—e "+ e(nfl)ln(l—;) = eiz(ewn(m) — 1)
n

~1 ~1 1-
Le signe de ¢/, est donc celui de la fonction C* sur [0,7n] ,,. Or ¢,/ (z) = (n — 1) —n t1=1-" = x’ .
1—2z/n n—r n-—
Le tableau de variations de ¢,, ne pose plus de probléme
x 0 1 [e7% n
’(/Jn,({L‘) + : -
>0
wn ($) / \@\
0 ! —00

Par bijection monotone sur [1,n[ (fonction continue strictement monotone) il existe un unique réel a,, €]1,n[ tel que
wn(an) = 07'

Ce qui nous donne le tableau des variations de ¢,, :

T 0 Qg n
e/ (2) + - H
%@%/////*%“*\\\\‘%

¢) La question précédente montre bien l'existence et l'unicité de «,, €]1,n[ tel que ¢,, soit maximale en «,.De plus
Q

(n—1)In(1-—)=a, =0.
n

d) De plus, nous avons 9, (a,) = 0 et donc (n —1)1n (1 - %> = —a, , ce qui donne
n

nln (1 - %> = —ay + In(l — %) et donc (1 - %> =e (1 — %)
n n n n

d’ou le calcul :

« (67
) = —an 1-(1— n _ 9 _—a,
pulan) = e [1 = (1= 22y = 22

Posant g : z — ze~ ", g est dérivable sur R et ¢'(z) =% (1 — z), d’ot le tableau de variations :

T 0 1 n
g () + -

T

g@) | T

En particulier, Vz € [0,n], g(z) <

Q| =

_ 1 .
d’ou ape” ¥ < —, soit :
e

T
o) < —.
0, (o) < —

f) graphe sans probléme ( quoique sur vos copies la non continuité en n soit souvent oubliée)

2. Avant tout calcul vérifions 'existence de l'intégrale: :



u—1

o —> m est continue positive sur |0, +oo[
+

1
e sur |0, 1] la fonction est intégrable car ~o g avec 1 —u>1

1+

e sur [1,4oo[ elle est aussi intégrable car * tend vers 1 avec 1 +v > 1

A4

tu—l tu—l 1

—— ~ et t o~
(141" o T )T e 11

() ()
(140" \1+t) \1+4+t) t

a)On remarque que :

t
comme =1- on peut envisager le changement de variable r = —— :
1+¢ 1+t 1+t
Il est C* bijectif de ]0, +-o0o[ sur ]0, 1[ d’ot1 t = T etdt= _dv
1—z (1-2)2

oo tu_l 1 xr u=l 1 L 1
B(u,v) = / ——— o dt= / ( ) (1—a)""——dr = / 71— 2)" " d.
0 (1+1) o \1l—=z (1—2x) 0

T
B(u,v):/ (1 — 1) g
Q

b)On effectue dans I'expression précédente le changement de variable x = 1 — ¢ pour obtenir 1’égalité [B(u,v) = B(v, u)|

c¢)Calculons, en utilisant une intégration par parties sur [z, y] C]0, +o00[ :on pose

-1

U=t U =ut"" V' = V=
? u ’ (1 + t)u+’z)+1 ’ (U, + ’U)(l + t)u-&-v

y tu —tu Y m y tufl
P o | T wro it
z (1+8)"7"+1 (u+v)(1+1) utv ), (1+1)

x

—at a une limite nulle en 0 et Y !
(u+v)(1+z)utv (u+v)(L+y)ute  (utov)y”

nulle en 400 donc par passage a la limite :

les deux intégrales convergent

a une limite

B(u+ 1,v) = UL_H)B(U,’U +1)

Remarque 1 :On peut utiliser la forme trouvée ci dessus , mais il faut éttre beaucoup plus astucieux.

t
a)Soit n € N*. On prend le changement de variable £ = —, qui nous donne directement
n
" t.n ! _
I,(z) = / (1—-=) t*ldt = / (1 —2)"(nz)" 'nde =n*B(n+1,z).
0 n 0

b)D’aprés la question précédente, I,,(x) = n*B(n + 1,z). Or I.2.c) montre que B(n + 1,z) =

une récurrence sur n € N* montre que

B(n,z). Par suite,
n+x

1
. 1
Mais B(1,z) = / t*tdt = =, d’on
0 X

nl
z(z+1)...(z+n)

I, (x) =n”

Comme z > 0, tous les dénominateurs sont bien non nuls.



2. Etude de la fonction Gamma

1. Pour tout x > 0

7tta:71

e la fonction t— > e est continue positive sur ]0, +00]

—tgr—l avec 1l —z <1

e sur |0, 1] la fonction est intégrable car e ~0

tl—;c

7tt:z:71

e sur [1, +oo[ la fonction est intégrable car t2.e a une limite nulle en +o0o

2. Soit n € N*.

a)T',, est une intégrale & parameétre définie sur un segment

7ttzfl

e pour tout t € [1/n,n] , x— > e est continue sur R**.

e pour tout £ € R t— > e~ 't*~! donc y est intégrable

e on a domination sur tout segment [a,b] C R™* car :

sit<1, In(t) <0 donce ‘o ?
sit>1, In(t) >0 donc e~ "1

et st <1

. continue (méme en 1) donc intégrable sur le segment | —,n
et si ¢ > 1 ( ) g g {n }

donc on a domination par ® : x— > {

[T, est continue sur RT¥

y
b)La convergence de I implique que ( )111(13 : / e " 1dt = T'(x). Donc par composition des limites,
z,y)—(0,4+00) J

lim T, (z) =T(x) ‘

m—-+4o00

c) I',(1) = / eldt =e 7w —e ™ d'ou par passage & la limite quand [n — +oc], ra=1
1
d)Par intégration par partie
N N N
I'y(n) = /1/N e "t = [—e_tt"_l]l/N +(n—-1) /1/N e " 2dt = e VNN — e NN (n — DD (n — 1),

d’oul par passage a la limite pour n > 2 :

D’ou par récurrence

3. Soit x > 1. Le méme calcul qu’a la question précédente donne la relation :

C(z) = (z — Dz — 1)

Avec cette formule, on peut prolonger T' & | — 1,0[ en posant comme x # 0 :
1
Vz €] —1,0], I'(z) = -T(xz+1).
T

Et par récurrence si on a définit I" sur | — p, —p + 1] la méme formule permet alors de prolonger I' 4 | —p — 1, —p[ et donc
d’obtenir un prolongement de I & | — 00, 0[\Z, qui satisfait la relation I'(z) = (x — D)I'(z — 1) .

Remarque : "En déduire” donc c’est sirement cette réponse qui est attendu (et qui sert aprés) mais ce n’est pas le seul
prolongement possible.



4. Soit z > 0.
a)Soit € > 0.

+oo
La convergence de I" implique que lirf / e~ 't*"1dt = 0. Par suite,
y*) o0
Yy

—+oo
3A>0,y2A:/ e—tt”—ldt’<e.
Y

En particulier,si y = A , comme l'intégrale est positive:

Foo
Ve >0,3A4, / et ldt < ¢
A

b)Prenons ng € N* tel que A < ng de fagon a avoir ¢, (t) = f(t) — fn(t) pour tout ¢ € [0, A]

A A A
/ et dt — / t* o (t)dt = / t* Lo, (t)dt
0 0

0

On a alors

Mais on sait que sur [0,7n] le maximum de ¢,, est ¢,, (a,) et donc

A A

/ e*tt””*ldtf/ t*7 1 o (t)dt
0 0
A A

/ e_tt””_ldt—/ t* L (t)dt
0 0

A A
/ e Tt — / t* L (b)dt
0 0

d)Soit € > 0. Définissons A et n; comme aux questions précédentes.

A
S(pn(an)/ t*~dt.
0

1 I
c)D’apres I.1.e) ¢, (a,) < —, donc < —/ t*~dt qui tend vers 0 quand n tend
ne ne J,

vers +0o0

3”12”07vn2n17 <e.

n t o0
Nous avons I, (z) = / (1— )"t* tdt et T'(x) = / e """ 1dt, d’ot, pour n > n;y (et donc aussi n > ng et n > A)
0 n 0

A A 0o n
T(z) — I,(z)] = / e—tt””—ldt—/ t‘”‘lfn(t)dt—i—/ e_tt’”_ldt—/ t" L f (t)dt
0 0 A A
Or
A A
/ efttxfldt—/ L ()dt| < e
0 0
/ e "t ldt < e
A
n n
/ " ()dt < / e """ 1dt car ¢,, > 0 donc f,(t) <e™*
A A
< / e " ldt < ¢
A
on a donc

Ve>0,3n; ,n>n = |[(z) — I,(z)| <3¢

Ceci montre que

lim I,(z) = I‘(x)‘

n— 400

Remarque : On démontre sur cet exemple que la limite de [’intégrale est l'intégrale de la limite.

n!
et doncI'(z) = lim

n!
P 1 ion I.3. 1, =n" r
e)Pour z > 0 la question I.3.b donne que I,,(z) = n o PRSPy Hm (n Grm@rn_ 1)x>



1 1 n! n n!
-1,0[,I(z) = =T'(z+1) = i -t = li n’ =
sur|=1,0[, I'(z) x (z+1) Ao (scn (a:+n+1)(x+n)...(:c+1)> Ao (:chnJrl " (z+n)(z+1)m)

N (:c+2+1) tim (”x e n)n'(a: n 1)x> = lim (” e n)n'(x n l)x)

le méme calcul montre que si la formule est vrai sur | — p, —p + 1] elle est vrai sur | — p — 1, —p[. donc par récurrence sur

p:
] . n!

3. Equation de Bessel

1. a)a est une série entiere de rayon R, donc elle est de classe C*° sur | — R, R], et sa dérivée est la série des termes dérivés,
de méme rayon de convergence. Donc :

= Zan()\)x", a'(z) = Znan()\)xnfl et a”’ Zn n— 1)a,(N)z" 2
n=2

n=0 n=1

A > 0 donc z* = M) est de classe C™ sur |0, R].

Par suite, y est bien deux fois dérivable sur |0, R], et :

Y (z) = Xa*ta(z) + 2d/ () et Y (z) = A\ — 1) 2 2a(z) + 222> "1d/ (z) + 27a” (2).

y solution de (£) donne alors, pour tout z > 0,

0 =2 2a(x) + 2\ + D)2 d/ () + 222" (2),

d’ol
a2 [Z (an(N2" ) + A+ 1) (nan(N)a"™) + Y (n(n— 1)an(A)x")] =0
n=0 n=1 n=2
Z (CL n+2 Zan 9
n=0

n=2

0=z [Z ( (an—2(A) + (2An +n?)a,(N)z™) — (2A + 1)@1()\)901 .

et donc par simplification par z* > 0 et identification des coefficients de la série entiere pour n > 2:

an—a(A) + (2An +n?)a,(\) =0

A>0etn >0 donc 2An +n? # 0 et donc :

an,g()\)

Vn 2 2, an()\) = —m

b)pour n =1 on a (2A + 1)a;(A) = 0 et donc comme A >0 (A =0

¢)ap()) peut prendre toutes les valeurs réelles possibles. (du moins si on ne fixe pas la valeurs d’un autre coefficient de
la série)

La relation précédente et la relation ai(A) = 0 montre par récurrence que agp+1(A) = 0 pour tout p € N.

Donc a(x E an(N)z" = E azp(N)x?P. Nous pouvons en déduire que cette somme est paire.

On peut aussi en déduire que toute solution sera obtenu a partir de la solution particuliere ayg = 1 par multiplication
par ag : si il existe une solution non nulle développable en série entiére , I’ensemble des solutions développables en série
entiére est un espace vectoriel de dimension 1.



d)On utilise la régle de D’Alembert
aa(p+1) (N 2?2 2|

azp(A)z?P (2p)(2A + 2p)

Cette quantité & une limite nulle pour tout = . Donc la série converge pour tout x .

Il en résulte que y définie au IIL.1) est bien définie et de classe C* sur 0, +oo[. Les calculs du ITI.1a) étant des
équivalences on vérifie que y est solution de (E) sur ]0, +o0l.

_ (=1)"
22 RAPIT A +p+ 1)

e) Montrons, par récurrence sur p € N que pour tout p € N, agp(N)

p =0 : c’est 'hypothése que nous venons de faire.

Soit p € N* et supposons la propriété vraie jusqu’a p — 1 : nous avons alors

Cagpa(N) (P! DS S (-1)” _ (-n”
4p(X +p) 22(=DHA (p— I T(A+p) ~ dp(A+p)  222FApI (A +p)T(A+p)  222FApIT(A+p+1)

agp(A) =

en utilisant I1.3) pour la derniére égalité.

la propriété est vraie au rang p + 1.

_ (=1”
220 pIDA+p+ 1)

Vp S N, azp(>\)

f)On a en remontant les calculs précédents

dg(py) (—A)2*PH? |27

(N7 |~ Cp—2atap) vl

ce qui assure que Zan(—)\)x" est C* sur R et donc que J_y est C™ sur R™*

Donc par dérivation termes a termes :

_ — (—1)” 2p—A . rooN - (—1)" (2p—\) 2p—A—1
TA®) =) g5y PT(At+p+1) " LT @) =) e PT(-At+p+1) "

p=0 p=0

" _ - (_1)1) (2}7 - )‘)(217 - A= 1) 2p—A—2
ot JN"(@) =) T (At prD)

p=0

(71):0 1,2p7)\ )

A n’étant pas entier , il faut justifier la dérivation termes a termes : Soit ¢,(v) = I P (A p 1)
p L= p

e On sait déja que la série Z ¢,, converge simplement sur R** par produit par > d’une série convergente.
e ¢, est bien C? sur RT*
. Z qi); converge simplement par la régle de D’Alembert (pour = # 0 )

¢;+1 (z)
Pp(2)

B |22 2p+2— A
~(2p) (=20 +2p)" 2p— A

—p—>+00 0

. A+1
° Z ¢,, converge normalement sur tout segment [a,b] C RT™ : on a pour p > %

2p = NEZp—A—1) 5
2ApIT(—A+p+1)

Vo € [a,b] 1| ¢7p(z)] < 5

et la régle de D’Alembert montre que la série majorante converge .



Un calcul simple montre alors que

22 T3 (@) + 2y (@) + (22 — A\*)J_x(z)

+oo N
i - (-1’ ]
B =N = A= 1)+ (2 =3 =N ( 22 2p+2-2
;[(p AN2p—X—1)+(2p—A) = N’ 2 ApIT(—A+p+1) +p2::022p—>\p!1'\(_)\+p+1)
+oo - )
- - b (—1) r
- 1;0[42?(2? A)] 20 A pIT(—A+p+1) X T +;22p_4_A = DIT(=A+p) X T -0

(toujours grace a la relation (p — A)I'(=A +p) =T(=A+p+1) ) donc

[J_» est solution de (F) sur J0, +o0]

1 N\
g)Nous avons comme o <2> X (2> :
A o0

50 =(5) X g prn(3)

p=0

h)Si on suppose que (Jy, J_») est une base de 'espace des solutions de (E) sur ]0, +o0o[, alors la forme générale des
solutions est :

v > 0, [f(z) = ala(@) + BJa(z)

avec a et 3 des constantes réelles.

Remarque : nous savons par le cours que cet espace est un espace de dimension 2. Par suite, comme Jy et J_y
appartiennent a cet espace, il suffit de montrer que le Wronskien est non nul pour montrer que c’est une base de [’espace
des solutions. C’est ce point qui n’est pas évident et que l'on admet ici.

. a) u est C? par produit de fonction C? sur]0, +oo] et

1
y(z) = 27V ?u(z) , o (z) = —ix_?’/zu(x) + 2 V2 (), y () = %x_‘r’/Qu(w) — 2732 () + 27 V200 (2)
et donc
2y’ (x) + zy'(2) + (2° = N*)y(x)
3 1
= <4x1/2u(x) — 22/ (@) + 232 (m)) + <—2x1/2u(33) + xl/Qu’(x)) + 23 2u(z) — N2z 2u(z)
1
— <£L‘3/2 + Zx_l/Q _ )\21,—1/2> u(az) —|—m3/2u” (.’L‘)
_1 A2
Par suite, u est solution de I’équation proposée si on a - 4

1
b) Dans le cas ot A = —, ce qui précéde montre que u est solution de 1’équation différentielle v’ (z) + u(x) = 0. Donc
JA, B € R telles que u(z) = Acos(x) + Bsin(z), Vx > 0.

Par suite, nous avons

o) = cos(x) sin(x)
vg;>o,y() 4 VT o VT |




