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1. Etude de la fonction Bêta

1. a) Soit x 2]0; +1[.(1� x

n
)
n
= en ln(1�

x
n ) . Or ln(1 + x) �0 x et donc lim

n
n ln(1� x

n
)
o
= �x et donc

lim
n!+1

(1� x

n
)
n
= e�x

b) 'n est dé�ni par morceaux , continue par morceaux sur R , non continue en n . par contre 'n est C1 sur [0; n[ et
]n;+1[
On a donc sur [0; n[

'n
0(x) = �e�x +

�
1� x

n

�n�1
= �e�x + e(n�1) ln(1� x

n ) = e�x(e n(x) � 1):

Le signe de �0n est donc celui de la fonction C
1 sur [0; n]  n. Or  n

0(x) = (n� 1) �1=n
1� x=n + 1 = 1 �

n� 1
n� x =

1� x
n� x , .

Le tableau de variations de 'n ne pose plus de problème

 n(x)

x

 n
0(x)

0 1 n

+ �0

0 �1���
���: XXXXXXz

�n

0> 0

Par bijection monotone sur [1; n[ (fonction continue strictement monotone) il existe un unique réel �n 2]1; n[ tel que
 n(�n) = 0,.

Ce qui nous donne le tableau des variations de 'n :

'n(x)

x

'n
0(x)

0 �n n

+ �0

0 e�n
���

���: XXXXXXz
�n(�n)

c) La question précédente montre bien l�existence et l�unicité de �n 2]1; n[ tel que 'n soit maximale en �n.De plus
(n� 1) ln(1� �n

n
) = �n = 0:

d) De plus, nous avons  n(�n) = 0 et donc (n� 1) ln
�
1� �n

n

�
= ��n , ce qui donne

n ln
�
1� �n

n

�
= ��n + ln(1�

�n
n
) et donc

�
1� �n

n

�n
= e��nn(1� �n

n
)

d�où le calcul :
'n(�n) = e��n [1� (1� �n

n
)] =

�n
n
e��n

'n(�n) =
�n
n
e��n

Posant g : x 7! xe�x, g est dérivable sur R et g0(x) =�x (1� x), d�où le tableau de variations :

g(x)

x

g0(x)

0 1 n

+ �0

���
���: XXXXXXz

e�1

En particulier, 8x 2 [0; n], g(x) � 1

e
,

d�où �ne��n �
1

e
, soit :

'n(�n) �
1

ne
.

f) graphe sans problème ( quoique sur vos copies la non continuité en n soit souvent oubliée)

2. Avant tout calcul véri�ons l�existence de l�intégrale: :



� t� >
tu�1

(1 + t)
u+v est continue positive sur ]0;+1[

� sur ]0; 1] la fonction est intégrable car tu�1

(1 + t)
u+v �0

1

t1�u
avec 1� u > 1

� sur [1;+1[ elle est aussi intégrable car t
1+v

:
tu�1

(1 + t)
u+v tend vers 1 avec 1 + v > 1

tu�1

(1 + t)
u+v �

t!0+
tu�1 et

tu�1

(1 + t)
u+v �

t!+1

1

t1+v
:

a)On remarque que :
tu�1

(1 + t)
u+v =

�
t

1 + t

�u�
1

1 + t

�v
1

t

comme
1

1 + t
= 1� t

1 + t
on peut envisager le changement de variable x =

t

1 + t
:

Il est C1 bijectif de ]0;+1[ sur ]0; 1[ d�où t = x

1� x et dt =
dx

(1� x)2

B(u; v) =

Z +1

0

tu�1

(1 + t)
u+v dt =

Z 1

0

�
x

1� x

�u�1
(1� x)u+v 1

(1� x)2
dx =

Z 1

0

xu�1(1� x)v�1dx:

B(u; v) =

Z 1

0

tu�1(1� t)v�1dt

b)On e¤ectue dans l�expression précédente le changement de variable x = 1� t pour obtenir l�égalité B(u; v) = B(v; u).

c)Calculons, en utilisant une intégration par parties sur [x; y] �]0;+1[ :on pose

U = tu; U 0 = utu�1; V 0 =
1

(1 + t)u+v+1
; V =

�1
(u+ v)(1 + t)u+v

d�où : Z y

x

tu

(1 + t)
u+v

+ 1
dt =

�
�tu

(u+ v)(1 + t)u+v

�y
x

+
u

u+ v

Z y

x

tu�1

(1 + t)u+v
dt

les deux intégrales convergent
�xu

(u+ v)(1 + x)u+v
a une limite nulle en 0 et

�yu
(u+ v)(1 + y)u+v

� �1
(u+ v)yv

a une limite

nulle en +1 donc par passage à la limite :

B(u+ 1; v) =
u

u+ v
B(u; v + 1)

Remarque 1 :On peut utiliser la forme trouvée ci dessus , mais il faut êttre beaucoup plus astucieux.

3.

a)Soit n 2 N�. On prend le changement de variable x = t

n
, qui nous donne directement

In(x) =

Z n

0

(1� t

n
)
n

tx�1dt =

Z 1

0

(1� x)n(nx)x�1ndx = nxB(n+ 1; x):

b)D�après la question précédente, In(x) = nxB(n+ 1; x). Or I.2.c) montre que B(n+ 1; x) =
n

n+ x
B(n; x). Par suite,

une récurrence sur n 2 N� montre que

In(x) = nx
n!

(x+ n):::(x+ 1)
B(1; x):

Mais B(1; x) =
Z 1

0

tx�1dt =
1

x
, d�où

In(x) = nx
n!

x(x+ 1):::(x+ n)
:

Comme x > 0, tous les dénominateurs sont bien non nuls.
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2. Etude de la fonction Gamma

1. Pour tout x > 0

� la fonction t� > e�ttx�1 est continue positive sur ]0;+1[

� sur ]0; 1] la fonction est intégrable car e�ttx�1 �0
1

t1�x
avec 1� x < 1

� sur [1;+1[ la fonction est intégrable car t2:e�ttx�1 a une limite nulle en +1

2. Soit n 2 N�.
a)�n est une intégrale à paramètre dé�nie sur un segment

� pour tout t 2 [1=n; n] , x� > e�ttx�1 est continue sur R+�.
� pour tout x 2 R+� t� > e�ttx�1 donc y est intégrable

� on a domination sur tout segment [a; b] � R+� car :�
si t � 1 , ln(t) � 0 donc e�tta�1
si t � 1 , ln(t) � 0 donc e�ttb�1

donc on a domination par � : x� >

�
e�tta�1 si t � 1
e�ttb�1 si t � 1 continue (même en 1) donc intégrable sur le segment

�
1

n
; n

�
�n est continue sur R+�

b)La convergence de � implique que lim
(x;y)!(0;+1)

Z y

x

e�ttx�1dt = �(x). Donc par composition des limites,

lim
n!+1

�n(x) = �(x)

.

c) �n(1) =
Z n

1
n

e�tdt = e�
1
n � e�n d�où par passage à la limite quand [n! +1], �(1) = 1.

d)Par intégration par partie

�N (n) =

Z N

1=N

e�ttn�1dt = [�e�ttn�1]N1=N + (n� 1)
Z N

1=N

e�ttn�2dt = e�1=N (1=N)n�1 � e�NNn�1+(n� 1)�N (n� 1):

d�où par passage à la limite pour n � 2 :
�(n) = (n� 1)�(n� 1)

D�où par récurrence
�(n) = (n� 1)!:

3. Soit x > 1. Le même calcul qu�à la question précédente donne la relation :

�(x) = (x� 1)�(x� 1)

Avec cette formule, on peut prolonger � à ]� 1; 0[ en posant comme x 6= 0 :

8x 2]� 1; 0[; �(x) =
1

x
�(x+ 1):

Et par récurrence si on a dé�nit � sur ]� p;�p+1[ la même formule permet alors de prolonger � à ]� p� 1;�p[ et donc
d�obtenir un prolongement de � à ]�1; 0[nZ, qui satisfait la relation �(x) = (x� 1)�(x� 1) .
Remarque : "En déduire" donc c�est sûrement cette réponse qui est attendu (et qui sert après) mais ce n�est pas le seul
prolongement possible.
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4. Soit x > 0.

a)Soit " > 0.

La convergence de � implique que lim
y!+1

Z +1

y

e�ttx�1dt = 0. Par suite,

9A > 0 , y � A)
����Z +1

y

e�ttx�1dt

���� < ":

En particulier,si y = A , comme l�intégrale est positive:

8" > 0 , 9A ,
Z +1

A

e�ttx�1dt < "

b)Prenons n0 2 N� tel que A < n0 de façon à avoir 'n(t) = f(t)� fn(t) pour tout t 2 [0; A]
On a alors Z A

0

e�ttx�1dt�
Z A

0

tx�1fn(t)dt =

Z A

0

tx�1'n(t)dt

Mais on sait que sur [0; n] le maximum de 'n est 'n (�n) et donc�����
Z A

0

e�ttx�1dt�
Z A

0

tx�1fn(t)dt

����� � 'n(�n)

Z A

0

tx�1dt:

c)D�après I.1.e) 'n(�n) �
1

ne
, donc

�����
Z A

0

e�ttx�1dt�
Z A

0

tx�1fn(t)dt

����� � 1

ne

Z A

0

tx�1dt qui tend vers 0 quand n tend

vers +1

9n1 � n0 , 8n � n1;

�����
Z A

0

e�ttx�1dt�
Z A

0

tx�1fn(t)dt

����� � ":

d)Soit " > 0. Dé�nissons A et n1 comme aux questions précédentes.

Nous avons In(x) =
Z n

0

(1� t

n
)ntx�1dt et �(x) =

Z 1

0

e�ttx�1dt, d�où, pour n � n1 (et donc aussi n � n0 et n � A )

j�(x)� In(x)j =
�����
Z A

0

e�ttx�1dt�
Z A

0

tx�1fn(t)dt+

Z 1

A

e�ttx�1dt�
Z n

A

tx�1fn(t)dt

�����
Or �����

Z A

0

e�ttx�1dt�
Z A

0

tx�1fn(t)dt

����� � "

Z 1

A

e�ttx�1dt � "

Z n

A

tx�1fn(t)dt �
Z n

A

e�ttx�1dt car �n > 0 donc fn(t) < e�t

�
Z n

A

e�ttx�1dt � "

on a donc
8" > 0 , 9n1 , n � n1 =) j�(x)� In(x)j � 3"

Ceci montre que
lim

n!+1
In(x) = �(x)

.

Remarque : On démontre sur cet exemple que la limite de l�intégrale est l�intégrale de la limite.

e)Pour x > 0 la question I.3.b donne que In(x) = nx
n!

x(x+ 1):::(x+ n)
et donc �(x) = lim

n!+1

�
nx

n!

(x+ n)(x+ n� 1):::x

�
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sur ]�1; 0[ , �(x) = 1

x
�(x+1) = lim

n!+1

�
1

x
nx+1

n!

(x+ n+ 1)(x+ n):::(x+ 1)

�
= lim
n!+1

�
n

x+ n+ 1
:nx

n!

(x+ n):::(x+ 1)x

�
=

lim
n!+1

�
n

x+ n+ 1

�
lim

�
nx

n!

(x+ n):::(x+ 1)x

�
= lim

�
nx

n!

(x+ n):::(x+ 1)x

�
le même calcul montre que si la formule est vrai sur ]� p;�p+ 1[ elle est vrai sur ]� p� 1;�p[: donc par récurrence sur
p :

8x 2 R n Z , �(x) = lim
n!+1

�
nx

n!

(x+ n)(x+ n� 1):::x

�

3. Equation de Bessel

1. a)a est une série entière de rayon R, donc elle est de classe C1 sur ]�R;R[, et sa dérivée est la série des termes dérivés,
de même rayon de convergence. Donc :

a(x) =
1X
n=0

an(�)x
n; a0(x) =

1X
n=1

nan(�)x
n�1 et a00(x) =

1X
n=2

n(n� 1)an(�)xn�2

� > 0 donc x� = e� ln(x) est de classe C1 sur ]0; R[.

Par suite, y est bien deux fois dérivable sur ]0; R[, et :

y0(x) = �x��1a(x) + x�a0(x) et y"(x) = � (�� 1)x��2a(x) + 2�x��1a0(x) + x�a00(x):

y solution de (E) donne alors, pour tout x > 0,

0 = x�+2a(x) + (2�+ 1)x�+1a0(x) + x�+2a00(x);

d�où

x�

" 1X
n=0

�
an(�)x

n+2
�
+ (2�+ 1)

1X
n=1

(nan(�)x
n) +

1X
n=2

(n(n� 1)an(�)xn)
#
= 0

or :
1X
n=0

�
an(�)x

n+2
�
=

+1X
n=2

an�2(�)x
n

0 = x�

" 1X
n=2

�
(an�2(�) + (2�n+ n

2)an(�))x
n
�
� (2�+ 1)a1(�)x

#
:

et donc par simpli�cation par x� > 0 et identi�cation des coe¢ cients de la série entière pour n � 2:

an�2(�) + (2�n+ n
2)an(�) = 0

� > 0 et n > 0 donc 2�n+ n2 6= 0 et donc :

8n � 2, an(�) = �
an�2(�)

n(2�+ n)

.

b)pour n = 1 on a (2�+ 1)a1(�) = 0 et donc comme � > 0 a1(�) = 0.

c)a0(�) peut prendre toutes les valeurs réelles possibles. (du moins si on ne �xe pas la valeurs d�un autre coe¢ cient de
la série)

La relation précédente et la relation a1(�) = 0 montre par récurrence que a2p+1(�) = 0 pour tout p 2 N.

Donc a(x) =
1X
n=0

an(�)x
n =

1X
p=0

a2p(�)x
2p. Nous pouvons en déduire que cette somme est paire.

On peut aussi en déduire que toute solution sera obtenu à partir de la solution particulière a0 = 1 par multiplication
par a0 : si il existe une solution non nulle développable en série entière , l�ensemble des solutions développables en série
entière est un espace vectoriel de dimension 1.
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d)On utilise la règle de D�Alembert ����a2(p+1)(�)x2p+2a2p(�)x2p

���� =
��x2��

(2p)(2�+ 2p)

Cette quantité à une limite nulle pour tout x . Donc la série converge pour tout x .

R = +1

Il en résulte que y dé�nie au III.1) est bien dé�nie et de classe C1 sur ]0; +1[. Les calculs du III.1a) étant des
équivalences on véri�e que y est solution de (E) sur ]0;+1[.

e) Montrons, par récurrence sur p 2 N que pour tout p 2 N , a2p(�) =
(�1)p

22p+� p! �(�+ p+ 1)
.

p = 0 : c�est l�hypothèse que nous venons de faire.

Soit p 2 N� et supposons la propriété vraie jusqu�à p� 1 : nous avons alors

a2p(�) = �
a2p�2(�)

4p(�+ p)
= � (�1)p�1

22(p�1)+� (p� 1)! �(�+ p) �
1

4p(�+ p)
=

(�1)p

22p+� p! (�+ p) �(�+ p)
=

(�1)p

22p+� p! �(�+ p+ 1)

en utilisant II.3) pour la dernière égalité.

la propriété est vraie au rang p+ 1.

8p 2 N; a2p(�) =
(�1)p

22p+� p! �(�+ p+ 1)

f)On a en remontant les calculs précédents����a2(p+1)(��)x2p+2a2p(��)x2p

���� =
��x2��

(2p)(�2�+ 2p) �!p�>+1 0

ce qui assure que
X

an(��)xn est C1 sur R et donc que J�� est C1 sur R+�

Donc par dérivation termes à termes :

J��(x) =

1X
p=0

(�1)p

22p�� p! �(��+ p+ 1) � x
2p�� ; J��

0(x) =

1X
p=0

(�1)p (2p� �)
22p�� p! �(��+ p+ 1) � x

2p���1

et J��
00(x) =

1X
p=0

(�1)p (2p� �)(2p� �� 1)
22p�� p! �(��+ p+ 1) � x2p���2:

� n�étant pas entier , il faut justi�er la dérivation termes à termes : Soit �p(x) =
(�1)p

22p�� p! �(��+ p+ 1) � x
2p�� .

� On sait déjà que la série
X

�p converge simplement sur R+� par produit par x�� d�une série convergente.

� �p est bien C2 sur R+�

�
X

�0p converge simplement par la règle de D�Alembert (pour x 6= 0 )������
0
p+1(x)

�0p(x)

����� =
��x2��

(2p)(�2�+ 2p) :
2p+ 2� �
2p� � �!p�>+1 0

�
X

�"p converge normalement sur tout segment [a; b] � R+� : on a pour p �
�+ 1

2

8x 2 [a; b] : j �"p(x)j �
(2p� �)(2p� �� 1)
22p�� p! �(��+ p+ 1)b

p���2

et la règle de D�Alembert montre que la série majorante converge .
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Un calcul simple montre alors que

x2J��
00(x) + xJ��

0(x) + (x2 � �2)J��(x)

=
+1X
p=0

�
(2p� �)(2p� �� 1) + (2p� �)� �2

� (�1)p

22p�� p! �(��+ p+ 1) � x
2p�� +

1X
p=0

(�1)p

22p�� p! �(��+ p+ 1) � x
2p+2��

=
+1X
p=0

[ 4p(p� �)] (�1)p

22p�� p! �(��+ p+ 1) � x
2p�� +

1X
p=1

(�1)p�1

22p�4�� (p� 1)! �(��+ p) � x
2p�� = 0

(toujours grâce à la relation (p� �)�(��+ p) = �(��+ p+ 1) ) donc

J�� est solution de (E) sur ]0; +1[

.

g)Nous avons comme
1

22p+�
=

�
1

2

��
�
�
1

2

�2p
:

J�(x) =
�x
2

�� 1X
p=0

(�1)p

p! �(�+ p+ 1)

�x
2

�2p
:

h)Si on suppose que (J�; J��) est une base de l�espace des solutions de (E) sur ]0; +1[, alors la forme générale des
solutions est :

8x > 0, f(x) = �J�(x) + �J��(x) ,

avec � et � des constantes réelles.

Remarque : nous savons par le cours que cet espace est un espace de dimension 2. Par suite, comme J� et J��
appartiennent à cet espace, il su¢ t de montrer que le Wronskien est non nul pour montrer que c�est une base de l�espace
des solutions. C�est ce point qui n�est pas évident et que l�on admet ici.

2. a) u est C2 par produit de fonction C2 sur]0;+1[ et

y(x) = x�1=2u(x) , y0(x) = �1
2
x�3=2u(x) + x�1=2u0(x) , y"(x) =

3

4
x�5=2u(x)� x�3=2u0(x) + x�1=2u"(x)

et donc

x2y"(x) + xy0(x) + (x2 � �2)y(x)

=

�
3

4
x�1=2u(x)� x1=2u0(x) + x3=2u"(x)

�
+

�
�1
2
x�1=2u(x) + x1=2u0(x)

�
+ x3=2u(x)� �2x�1=2u(x)

=

�
x3=2 +

1

4
x�1=2 � �2x�1=2

�
u(x) + x3=2u"(x)

Par suite, u est solution de l�équation proposée si on a
� =

1

4
� �2

.

b) Dans le cas où � =
1

2
, ce qui précède montre que u est solution de l�équation di¤érentielle u00(x) + u(x) = 0. Donc

9A;B 2 R telles que u(x) = A cos(x) +B sin(x), 8x > 0.
Par suite, nous avons

8x > 0,
y(x) = A

cos(x)p
x

+B
sin(x)p

x .
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