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Il y a plusieurs petites erreurs dans le sujet. La plus gênante est à la �n de la partie 2 . Il faut comparer le noyau de �n et
l�image de �n�1 et pas de �n .

Préliminaires

Calcul classique pour une intégrale de Wallis

1. On intègre par partie avec les fonctions C1 sur [��=2; �=2] u� > � cos(u) et u� > (sinu)n�1 :

�i =
1

�

Z �=2

��=2
(sinu)(sinu)i�1du

=
1

�

�
(� cosu) :(sinu)i�1

��=2
��=2 �

1

�

Z �=2

��=2
(� cosu)

�
(i� 1) (sinu)i�2 cosu

�
du

= 0 + (i� 1) 1
�

Z �=2

��=2
(sinu)

i�2
�
1� (sinu)2

�
du = (i� 1) (�i�2 � �i)

D�où : �i =
i� 1
i
�i�2

8i 2 N , �i+2 =
i+ 1

i+ 2
�i

2. On initialise �0 =
1

�

Z �=2

��=2
du = 1 , �1 =

1

�

Z �=2

��=2
(sinu) du = 0 .

Et donc par récurrence

�i =

0 si n impair
1 si n = 0
(i� 1) � � � 1
i(i� 2) � � � 2 si i 2 2N

�

Partie 1 (étude générale)

1. C�est le théorème de Cauchy Lipschitz :

énoncé : Si on a une équation di¤érentielle y0 = �(x)y + �(x) , linéaire du premier ordre et si les deux fonctions � et
� sont continues sur un intervalle I alors pour tout (x0; y0) 2 I � K il existe une unique solution sur I de l�équation
véri�ant la condition initiale donnée y(x0) = y0

Sur ]� 1; 1[
�
1� x2

�
est toujours non nulle donc l�équation équivaut à

y0 =
x

1� x2 y +
f(x)

1� x2

On a une équation di¤érentielle linéaire d�ordre 1 telle que les deux fonctions x� >
x

1� x2 et x� >
f(x)

1� x2 soient
continue sur I . Il existe donc une unique solution véri�ant une condition initiale y (0) = y0 donnée.

2. On montre par récurrence sur n que � 2 Cn (I;R)

� si n = 0 , � est dérivable donc continue sur I

� si n = 1 �0(x) = x

1� x2�(x) +
f(x)

1� x2 est continue (somme quotient à dénominateur non nul , produit de fonctions
continues) donc � est C1 sur I

� Si on suppose � Cn sur I , le même raisonnement montre que � est Cn+1 sur I

� 2 C1 (I;R)

3.

(a) solutions de l�équation homogène :

8x 2 I : y(x) = K exp
�Z

xdx

1� x2

�
=

Kp
1� x2



(b) variation de la constante . On cherche les solutions du type y(x) =
K(x)p
1� x2

, avec K 2 C1 (I;R) . On obtient

K 0(x) =
f(x)p
1� x2

et donc K(x) =
Z x

0

f(t)p
1� t2

dt et donc

y(x) =
1p
1� x2

�
K +

Z x

0

f(t)p
1� t2

dt

�
la condition initiale y(0) = y0 impose

y(x) =
1p
1� x2

�
y0 +

Z x

0

f(t)p
1� t2

dt

�

(c) Dans le cas particulier
Z x

0

f(t)p
1� t2

dt =

Z x

0

1p
1� t2

dt = arcsin(x)

y(x) =
1p
1� x2

(y0 + arcsin(x))

Partie II (solutions polynômiales)

1. Soit P (x) = anxn +
n�1X
k=0

akx
k un polynôme de degré n (an 6= 0) . le terme de plus haut degré de �(P ) est à priori de

degré n+ 1 et le coe¢ cient de Xn+1 est
�nan � an = �(n+ 1)an 6= 0

Donc si d
�
(P ) = n � 0 alors d� (�(P )) = n+ 1 (et si d

�
(P ) = �1 alors d� (�(P )) = �1 )

2. On en déduit que � est une application de Rm[X] dans Rm+1[X] . On véri�e sans problème la linéarité

� 2 L (Rm[X];Rm+1[X])

3. D�après la relation sur les degrés on a si P 6= 0 , d
�
(�(P )) = d

�
(P ) + 1 � 0 et donc �(P ) 6= 0 . Le noyau est réduit à

f0g
� est injective

4. Comme on est en dimension �nie le théorème du rang donne :

rg(�) = dim (Rm[X])� 0 = m+ 1 < m+ 2

On en déduit que l�image de � est strictement incluse dans Rm+1[X] et même que c�est un hyperplan de cette espace.

5. On a pour k � 1 : �(Xk) =
�
1�X2

�
:(kXk�1)�X:Xk = (�k � 1)Xk+1 + kXk�1 et �(1) = �X

Am =

0BBBBBBB@

0 1 0 � � � 0

�1 0 2
. . .

...

0 �2 . . .
. . . 0

...
. . .

. . . 0 m
0 � � � 0 �m� 1 0

1CCCCCCCA
6. Si x� > P (x) est solution de (Ef ) on a par dé�nition de � : f = �(P )

7. (a) P est de degré au plus n � 1 donc �(P ) = �n�1 (P ) et donc en prenant la traduction matricielle (qui est une
équivalence) An�1U = V

(b) n n�existe pas dans (i) mais existe dans (ii) et (iii) il y a donc un problème . On peut se douter que c�est "9n 2 N"
qui manque.

(ii) : 9n 2 N,9P 2 Rn�1[X] , Q = �n�1 (P )
(iii) : il existe n entier tel que le système An�1S = U admette une solution dans Rn

On a alors:
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� Si (i) est véri�é , il existe un polynôme P solution . On peut poser n = d�(P ) + 1 (ou n = 0 si P = 0 ). On a alors
Q = �(P ) = �n�1 (P )

� Si (ii) est véri�é , P est une solution polynômiale de (EQ)
� (ii) et (iii) sont équivalentes par traduction matricielle d�une équation linéaire.

(c) Le système s�écrit 0BBBB@
0 1 0 0

�1 0 2 0
0 �2 0 3
0 0 �3 0
0 0 0 �4

1CCCCA
0BB@
s0
s1
s2
s3

1CCA =

0BBBB@
q�a
q1
q2
q3
q4

1CCCCA
(ii)Soit 8>>>><>>>>:

s1 = q0
�s0 + 2s2 = q1
�2s1 + 3s3 = q2

�3s2 = q3
�4s3 = q4

On change l�ordre des équations : 8>>>><>>>>:
�s0 + 2s2 = q1

s1 = q0
�3s2 = q3
�4s3 = q4

�2s1 + 3s3 = q2
On fait 2L2 + 3=4L4 + L5� > L5 8>>>>><>>>>>:

�s0 + 2s2 = q1
s1 = q0

�3s2 = q3
�4s3 = q4

0 = q2 + 2q0 +
3

4
q4

Les 4 premières équations donnent un système triangulaire de diagonale (�1; 1;�3;�4) donc de Cramer. Le système est
compatible si et seulement si la dernière relation est véri�ée . soit 8q0 + 4q2 + 3q4 = 0 .

(iii) Le système triangulaire donne alors :

s0 = �
2

3
q3 � q1; s1 = q0; s2 = �

1

3
q3; s3 = �

1

4
q4

Soit :

P = �1
4
q4X

3 � 1
3
q3X

2 + q0X �
�
2

3
q3 + q1

�
(iv) la relation est la CNS de compatibilité du système , c�est donc une équation de l�image.

(d)

(i) �n est linéaire à valeurs réelles , donc c�est une forme linéaire est �n(1) = � , donc c�est une forme linéaire non nulle.

(ii) On part d�un polynôme de Rn�1[X] , c�est donc �n�1 qui est dé�ni plutôt que �n .

�n(�n�1(P )) =

Z �=2

��=2

h�
1� (sinu)2

�
P 0(sinu)� sinuP (sinu)

i
du

Une intégration par partie avec les fonctions C1 P (sinu) et � cosu donne :Z �=2

��=2
sin(u)P (sinu)du =

Z �=2

��=2
cos2(u)P 0(sinu)du

et donc
�n (�n�1(P )) = 0
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(iii) On en déduit que Im(�n�1) � Ker (�n) . Mais les deux sous espaces sont des hyperplans de Rn[X] , donc l�inclusion
implique l�égalité.

Im (�n�1) = Ker (�n)

remarque : le sujet comporte une erreur : l�image de �n est dans Rn+1[X] et contient des polynômes de degré n + 1 .
Alors que le noyau de �n est dans Rn[X]

(iv) Si P =
nX
k=0

pkX
k on a �n(P ) =

nX
k=0

pk��k . En divisant par � :

une équation de Im (�n�1) est
nX
k=0

�kpk = 0

(e) D�après 7(b) (EQ) admet une solution polynômiale si et seulement si il existe n tel que Q 2 Im(�n�1) et donc si et

seulement si
nX
k=0

�kqk = 0

(f) pour n = 4 , �0 = 1; �2 = 1=2; �4 = 3=8 , �1 = �3 = 0 donc une équation est q0 +
q�e
2
+
3q4
8
= 0 qui équivaut à celle

de 7(c)

Partie 3 (solutions développables en séries entières)

1. (a)On sait que toutes les solutions sont du type : y(x) =
1p
1� x2

�
y0 +

Z x

0

f(t)p
1� t2

dt

�
:

On a aussi pour tout � 2 R , (1� t2)� = 1+
+1X
k=0

� (�� 1) � � � (�� k + 1)
k!

(�t2)k développable en série entière avec R � 1

� f(t) est développable en série entière avec R0 � 1

� 1p
1� t2

=
�
1� t2

��1=2
est développable en série entière avec R = 1 (car �1=2 =2 N )

� Par produit de fonctions développables en série entière, f(t)p
1� t2

est développable en série entière avecR0 � min(R0; 1) � 1

� Par primitivation d�une fonction développable en série entière x� >
Z x

0

f(t)dtp
1� t2

est développable en série entière

avec R" = R0 � 1
� On ajoute une constante , on fait un produit de fonctions développables en série entière avec des rayons � 1

toute solution est développable en série entière sur ]� 1; 1[

(b) on a :

(1� x2)y0 � xy = (1� x2)
+1X
k=1

kakxk�1 � x
+1X
k=0

akx
k

=
+1X
k=1

kakx
k�1 �

+1X
k=1

kakx
k+1 �

+1X
k=0

akx
k+1

On ajoute le terme nul pour k = 0 dans la deuxième somme , on isole le premier terme puis change d�indice dans la
première :

(1� x2)y0 � xy = a1 +
+1X
k=0

[(k + 2)ak+2 � (k + 1)ak]xk+1

et donc par unicité du développement en série entière : pour k � 0 : (k + 2)ak+2 � (k + 1)ak = bk+1 Soit :

8k � 1; (k + 1) ak+1 � kak�1 = bk

et on a a1 = b0 avec le terme de degré 0.

4



(ii) On a donc comme �2k =
2k � 1
2k

�2k�2

a2k
�2k

=
2k�1
2k a2k�2 +

b2k�1
2k

2k�1
2k �2k�2

=
a2k�2
�2k�2

+
b2k�1

(2k � 1)�2k�2

(iii) Ce qui donne en ajoutant les égalités et en simpli�ant les termes communs

a2p

�2p
=

pX
k=1

b2k�1
(2k � 1)�2k�2

+
a0
�0

soit

a2p = �2p

 
a0 +

pX
k=1

b2k�1
(2k � 1)�2k�2

!

et avec la condition initiale a0 = y0 (mais ce n�est pas demandé ici)

(iv) de même

(2k + 1)a2k+1�2k = (2k + 1)

�
2k

2k + 1
a2k�1 +

b2k
2k + 1

��
2k � 1
2k

�2k�2

�
= (2k � 1)a2k�1�2k�2 + b2k�2k

(v) donc

(2p+ 1)a2p+1�2p =

pX
k=1

b2k�2k + a1�0

mais on a vu que a1 = b0 et donc

a2p+1 =
1

(2p+ 1)�2p

 
pX
k=1

b2k�2k + b0�0

!

qui peut se regrouper pour donner une
pX
k=0

2. Dans toute cette partie les bornes de l�intégrale sont dans le mauvais sens.

(a) Le problème est l�intégrabilité de t� > f(t)p
1� t2

sur [x; 1[: :La fonction est bien continue sur [x; 1[ car jxj < 1 . De
plus :

� On a
p
1� t2 =

p
1� t

p
1 + t �1

p
2
p
1� t

� f(t) est développable en série entière avec R > 1 donc est continue en 1:

� et donc
���� f(t)p
1� t2

����
8><>:
�1

f(1)p
2

1p
1� t

si f(1) 6= 0

<<
1p
1� t

si f(1) = 0

Ce qui assure l�intégrabilité de la fonction.

(b) �(x) =
�Z 0

1

f(t)p
1� t2

+

Z x

0

f(t)p
1� t2

�
1p
1� x2

. C�est donc l�unique solution de l�équation di¤érentielle avec

y0 =

Z 0

1

f(t)p
1� t2

dt

(c) (i)Le changement de variable u = arccos(t) est C1 bijectif de [x; 1[ sur ]0; �] et donc :Z x

1

f(t)p
1� t2

dt =

Z �

0

f(cos(u))p
1� cos(u)2

(� sinu) du

comme u 2)0; �[ on a sinu � 0 donc
q
(sinu)

2
= sin(u) . de même

p
1� cos(x)2 = sin �

�(x) =
�1
sin �

Z �

0

f(cosu)du
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(ii) F est la primitive d�une fonction continue sur ] � �; �[ (car f est développable en série entière donc continue sur
]� 1; 1[ ) et donc F est C1 sur ]� �; �[ et F 0(�) = f (cos �)
théorème: si une fonction A est continue sur un intervalle J elle y admet des primitives et pour tout a0 2 J

A(x) =

Z x

a0

A(t)dt est une primitive de A .

(iii) quand x tend vers 1; � tend vers 0 et donc sin � � � et donc

�(x) �x�>1 �
F (�)

�
= �F (�)� F (0)

� � 0 de limite � F 0(0) = �f(1)

lim
x�>1�

(�(x)) = �f(1)

(d) Les intégrales proposées convergent d�après la question précédente avec f = tk

(i)

�0(x) =
1p
1� x2

Z x

1

dtp
1� t2

=
1p
1� x2

(arcsin(x)� �=2)

�0(x) =
1p
1� x2

Z x

1

tdtp
1� t2

=
1p
1� x2

�p
1� x2

�
= 1

(ii) on fait une intégration par partie sur [x; y] et on fait tendre y vers 1 .Z x

y

tk
1p
1� t2

dt =

Z x

y

tk�1
tp
1� t2

dt

=
h
tk�1(�

p
1� t2

ix
y
�
Z x

y

�
(k � 1)tk�2

� �
�
p
1� t2

�
dt

=
h
tk�1(�

p
1� t2

ix
y
+ (k � 1)

Z x

y

tk�2(1� t2)p
1� t2

dt

On peut passer à la limite : toutes les intégrales convergent car du type �k(x)
p
1� x2Z x

1

tkdtp
1� t2

= �xk�1
p
1� x2 + (k � 1)

�Z x

1

tk�2dtp
1� t2

�
Z x

1

tkdtp
1� t2

�
soit

�k(x) = �xk�1 + (k � 1)
�
�k�2(x)� �k(x)

�
et donc :

�k(x) = �
xk�1

k
+
k � 1
k

��2(x)

(iii) Par récurrence sur p :

� si p = 0 , �1(x) = 1 est un polynôme de degré 1� 1:
� si pour p � 1 , �2p�1 est un polynôme de degré 2p� 2 , �2p(x) est la somme de deux polynômes de degrés di¤érents
. Son degré est le max des degrés donc 2p:

(iv) Encore un petit problème du sujet. A moins de prendre le degré du polynôme nul égal à �1 la proposition n�a pas
de sens si p = 0:

� si p = 0 , �0(x) = 0 + 1:�0(x)

� si p = 1 �2(x) = �
x

2
+
1

2
�0(x) , et on a bien �2 =

1

2
et d�(�x

2
) = 2� 1

� si pour p � 1 , �2p(x) = P2p(x) + �2p�0(x) on a �2p+2(x) = �
x2p+1

2p+ 2
+
2p+ 1

2p+ 2
P2p(x) +

2p+ 1

2p+ 2
�2p�0(x):

et on a bien d�
�
�X

2p+1

2p+ 2
+
2p+ 1

2p+ 2
P2p

�
= 2p+ 1 (toujours des degrés di¤érents) et

2p+ 1

2p+ 2
�2p = �2p+2
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(v) d�après la question 2.c avec f(t) = tk , la fonction �k(x) admet une limite en 1 qui vaut �1 .
La question précédente permet aussi de conclure en disant que tout polynôme est continue en 1 et en véri�ant que �0 y
admet une limite.

(e) Si on peut intégrer termes à termes on a :

+1X
k=0

bk�k(x) =
1p
1� x2

+1X
k=0

Z x

1

bkt
k

p
1� t2

dt

=
1p
1� x2

Z x

1

P+1
k=0 bkt

k

p
1� t2

dt =
1p
1� x2

Z x

1

f(t)p
1� t2

dt

véri�ons le théorème d�intégration pour une intégrale impropre :

� les fonctions t� > bkt
k

p
1� t2

sont continues intégrables sur [x; 1[

�
+1X
k=0

bkt
k

p
1� t2

converge simplement vers
f(t)p
1� t2

continue sur [x; 1[

�
���� bkt

k

p
1� t2

���� � jbkjp
1� t2

et donc
Z x

1

���� bkt
k

p
1� t2

���� dt � Z 1

x

jbkjp
1� t2

dt = jbkj
Z 1

x

dtp
1� t2

(cette intégrale converge bien)

Or f est développable en série entière avec R = 1 ce qui assure la convergence absolue de
X

bkx
k pour x = 1 et

donc par majoration la convergence de la série
XZ x

1

���� bkt
k

p
1� t2

���� dt
on peut intégrer termes à termes.
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