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Correction

Partie |

G(u,0) = u| |lo|* — (u |v)* > 0 en vertu de l'négalité de Cauchy-Schwarz.
Ily a égalité ssiu et v sont colinéaires.
(ulw) (@lv) O

wle) @) O
0 0 W |w

=G ool

Siwe {u,v}L alors G (u,v,w)=

Siw = Au+ pv alors en notant,,C,,C, les colonnes dé&ram(u,v,w) on aC,=\C,+ uC, donc
G(u,v,w)=0

(ulu) (ulv) (ut) W@l) @) O [€h) ¢b) €t]
Gu,v,w)=|@|u) (@ [v) @it) |[={l) k) O+ Ch) ¢b) €1}
(wlt) lt) @In)+Cl) [@i) @§) ¢ h) [©1) €1) (4]

= G(u,v)”n”2 + G (u,v,t)= G(u,v)"n"2
Si (u,v,w) est libre alorqu,v) est libre etw ¢ Vect(u,v) donc G(u,v)=0 et n=0 puis
G(u,v,w)= G(u,v)"n"2 =0.
Si G(u,v,w)= 0 alors G(u,v) =0 ou n=0 donc (u,v) liée ouw € Vect(u,v) puis (u,v,w) libre.

Partiell

NotonsC,,...,C, les colonnes d&ram(u,,...,u,).
Si (u,...,u,) estliée alors(A,,...,A, )= (0....,0) telle que\u, +---+ X\ u, =0 et par suite
AC +-+AC, =0 etdoncG(u,,...,u,)=0

n n n n
u; = E a6 donc (y, |uj):[ E a,.e | E am.e[] = E Wi -
k=1 k=1 (=1 k=1

A=(a,), 'A=(d') aveca’, =a,,. '"AA=(b) avech, = a’ua, = a, a,, = (u |u,) donc
k=1 k=1

'AA=Gram(uy,...,u,). G(u,...,u, )=det AA= (detd > (car A estinversible.

YyeF, ||I—y||2 :"xfx], +z, 7y||2:||I7IF"2+”IF fy"z carz—z,=necF" etz,—yekF.

Par Suite”x — y"2 > ||a: — xF"Z et doncd(z,F) > ||x — a:F” = ||n|| .

De plus poury =z, € F, |z —y|=|n| doncd(z,F)<|n| et finalementd(z,F)=|n|.

En décomposant la derniére colonne :

(61!61) (el!ep) (elle)
Cla )=l le) - (e, le,) €, ln)
@rle) - (ele,) @ o )+]n|
(61|€1) (ellep) (61|$F) (61!61) (el!ep) O
=l 1) - € le) €l tlele) - le) 0
($F|€1) (%F |ep) (%F |$F 0 0 ||7l||2
=Gleyre, ) Glegr. e, )= O+ |n) G €rr-v e, )= 0] G €r1-v ¢, )
G(el,...,ep,fv)

donc d(z, F) =|n| = )



Partielll

¢ est clairement une forme bilinéaire symétrique.
1
Lp(P,P):j; P(t)?dt> 0 car P(t)> >0 et 0<1.

Si p(P,P)=0 alors par nullité de I'ntégrale d’une fonctiomtimue et positive ¥¢<[0,],P ¢ = 0
puis P(t)=0. Ainsi le polynébmeP posséede une infinité de racines et déhe- 0.

d=d(x*R,[X]).
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Partie IV

degF' = — 1donc la partie entiere dE est nulle.
F admetp pobles simples qui sont lesh, . La DES deF est de la forme :

P A P aq +b.
F(X)=> — avec/\]:Ha’ .
= (X D) it b, —b,
7]
F(a))=---=F(a,,) =0 donc en développant selon la derniere colonne :

D= F(ap)Cpfl(al,...,apfl,bl,. .. ,bpfl) .
D'autre part, viaC, — C, —(\C,+--+X,_C, 1), D=\C,(ay,....a,.b,...b, ).

p Y1l

d’ou I'égalité proposée.
Raisonnons par récurrence gur 1.

Pourp=1: Cy(a,b)= ce qui correspond a la formule proposée (sachanh@roduit sur le
a; 10,
vide vaut 1.)
Supposons la propriété établie au rang1>1.
p—1

H(bp —b)

Aurangp : C, (ay,...,a,,b;,.. b, )=—F——

S F(ap )Cp_1 @, a, b+ bp_l) avec

[I(a+0,)
=1
p—1
H(% —a,) H (a; —a;) H (b, —0,)
F(a)==-L etpar HR :C, ,(ay,...,a, ,by,... b, )= e donc
( p) P ; p pfl( 1 p—171 p*l) H (aieri)
11(% +b,) 1< j<p—1 '
H (a;‘*a;‘,) H (b;‘*bi,)
C (ay,..,a,,by,.. b, )= e . Récurrence établie.

I] (a.+b)

1<i,j<p



4.a

4.b

Poura, =17 eth, =i—1.

[T G-9°
1<i<j<
Ap = Cp(al,...,a,p 'bl"" ,bp ) d0nC Ap :m .
1<i,j<p
(v2..(p—1))°
pl(p+DL..(2p—1)!

On peut aussi ecrird = mais cela n’est pas demandé.

CGAX,...X") A,
GLX,. . XY A

Comme dans la partie I, = d(X",R,_,[X])?
1_[(11—1—1—1')2 (n)*
Par suiteu, = L = i

[ﬁ(i—i—n)] [T+ @y EHEHY

0<u < Ix---xn Ix---xn 1 < 1 .0 doncu, —0.
(n+D)x--x(2n)n+Dx--x(2n)22+1T 2+ 1




