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Exercice 1.

Soit E (=1)"upn une série alternée avec :

nz=0
i) VneN, u, >0,
2s - Unyl _
ii) lim —u = L,

n—+00
iii)  lasuite (uy) converge en décroissant vers 0,
iv) VaneN, Uns2 =Upt] 2 Upy) ~ up.

+a0

Soit Ry = Z (~1)ku,.

k=n
1. Vérifierque: V 5 e N, [Rn|+|Ryyy | = up.

400
2. Vérifier que : V n e N, |Rn|~|Ryy, | = Z 1P Ltnep—tins 14 ]
p=0
En déduire la monotonie de la suite ( |R,| -

3. Montrerque : V 5 N, 321 < |Rn| < £Q2“—L

4. En déduire qu’au voisinage de I'infini : R, -~ (-1)” i‘zi
+00

5' . . .
Application :

PROBLEME IIT

Rappels :
(i) - Une fonction fest dite convexe sur un intervalle ouvert 7 si pour tout couple (x,y) d’éléments delTona:

Pera (f""'J— AEL ¢, q,
g@':{gsz—‘cﬁe en ket [‘W"‘f

TOAx+(1=2)y) S Af(x)+(1-2)f(y).

(ii) — Une fonction convexe sur / est continue sur Zof ad nek Uie dem ver 4 Anide
(i1i) — Une fonction convexe possede en tout point x de / la propriété suivante
- Sur son domaine de définition -

x+h)=f
la fonction h— A.(h)= i(_r_{_T}_LCX_ est croissante

- Pour h>0 :
A(=h)< lim JAK{-—ﬁr,Jr’nwée\f,' (x)) 5;, fg,u:? }‘-_l_l_(h) (notée f, (x)) < A(h)
! g 1— {3, > :

B0 fe
(iv) — Si une fonction convexe est dérivable sa dérivée est croissante.,
(v) - Si fest dérivable deux fois et s sa dérivée seconde est positive alors fest convexe.

—_— - _—



A
Soit 7 I’ensemble des fonctions ¢ définies sur/ =] -7, +o0f , convexes et telles que pour tout x de [ :
o(x+1)=0(x)+Infx+1) .
a. Montrer 1’égalité @(x)=@(x+n)—In{(x+1)..(x+n)] pour n entier strictement positif.

(V5]

r P -
b. Montrer en utilisant le rappel (ii) ci-dessus que pour x>0: Ad 4 P an A4

In(x)=@(x)=@(x—1)< @' (x)<P'y(x)SP(x+1)=p(x)=In(x+1)
c. En déduire que  lim [Q)'d(x)*ﬁi"g(l')] =0

d. Déduire defd et ¢ que la fonction ¢ est dérivable sur /-1, +of .

B

Soit la suite de fonctions définies sur J-/,+co [ par :
u (x)= xln{:l + i} —ln[] + E—J ; n entier strictement positif .
n n

1. Montrer que la série de terme général u (x) est convergente.

n
Onnote S, (x)= Z u, (x) la suite des sommes partielles et S¢x) la somme de la série.

k=1

2. Montrer que I’on peut écrire S, (x) sous la forme :
S”(x):ln(n0+xln(n+1)—21n(x+k)
=1

En déduire que les fonctions x — S (x) sont convexes puis que la fonction S est aussi convexe.

Montrer que la fonction S est un élément de 7.
Montrer que pour tout x de T la suite n — S(x+n)—xln(n+1)—In(n!) apour limite 0 .

oW

Réciproque I:
Soit f une fonction définie sur J-/, +oof telle que :

f(x+1)=f(x)+In(x+1)
lim f(x+n)—xln(n+1)=In(n!)=0

Montrer que fest égale a §
Indication : On pourra exprimer f{x+n) en fonction de f{x)
6. Réciproque 11 :
Soit fune fonction définie sur /-7,+o0[ telle que :
f(0)=0
fix+1)=f(x)+In(x+1)
[ est convexe
Montrer que [ est égalea S.
Indications : -
On pourra introduire la fonction d définie par d(x)=f{x)-S(x) et montrer successivement que :
(i) d est une fonction I- périodique

(i) Pour : n<x <n+l
F)<Fx)<fne1)=fi(n)+——
n+1

S'(n)<S(x)<S(n+1)=8"n)+——
n+l

(iii) a”(n)—ﬁs d'(x) Sd’(n)+n—j_—1~

v) d est identiqguement nulle.



