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MATHEMATIQUES A
Durée : 3 heures 30 minutes

L’usage d’une calculatrice est interdit pour cette épreuve. Si, au cours de I’épreuve,
un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale sur sa copie
et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
i prendre.

Les deux problémes sont indépendants.
PROBLEME I.

On note ‘B la base canonique du C-espace vectoriel C* et id I'endomorphisme identité de C*.
On note M4(C), respectivement M4(R), I'algébre des matrices carrées d’ordre 4 & coeflicients dans
C, respectivement dans R.
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On note I la matrice I = 0010 et J la matrice J = 000 1
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On note g endomorphisme de C* dont la matrice dans la base B vaut J.
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Pour tout quadruplet A = 9]¢ C*, on note M, la matrice M. A=E apJ* 1
k=1
G4

et fo lendomorphisme de C* dont la matrice dans la base B vaut M4.
On utilisera, sans chercher & le justifier, le fait que VM € M4(C), M'=1L

I. PREMIERE PARTIE.

1.1. Résoudre dans C I'équation z* = 1.
1.2. On note Spec(g) I'ensemble des valeurs propres de g.
1.2.1. Montrer que Spec(g) = {1,4,—1, —i}.

1.2.2. Déterminer une base de chaque sous-espace propre associé formée de vecteur(s) dont la
premiére coordonnée vaut 1.

1.2.3. g est-il diagonalisable 7
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1.3.1. Calculer les coefficients de Mj.

1.3. On considére un quadruplet A =

1.3.2. Montrer que f4 est combinaison linéaire de id, g, gog et gogog. TS.V.P



1.3.3. Calculer I'image par fa des vecteurs propres de g déterminés au [.2.2.

1.3.4. En déduire que 'endomorphisme fi est diagonalisable et donner une matrice diagonale &
laquelle A 4 est semblable.

L4. Pour tout z € C, on note M{z} la matrice M(z) =
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1.4.1. Déterminer les valeurs propres de M(z).

1.4.9. Déterminer l'ensemble des complexes z pour lesquels la matrice M(z) est inversible.

143. Soitne N*, ke N" et z € C.

Caleuler [M (1)) et (M (2} — M(1))* puis, en remarquant que M(z) = (M(z) ~ M(1))+ M(1), en
déduire une expression de [M(z)]" & laide de z, n, M(1) et I.

I.5. Application.
1.5.1. Ecrire un algorithme fournissant le preduit de deux matrices appartenant a M4{R). Combien
d’opérations (additions et multiplications) sont-elles réalisées

1.5.2. Ecrire un algorithme fournissant la puissance n-ieme d’une matrice de M4y(R) utilisant
l"algorithme précédent. Combien d’opérations {additions et multiplications) sont-elles réalisées ?

1.5.3. Soit z un réel, écrire un algorithme fournissant la puissance n-iéme de M{z) en utilisant la
formule obtenue au 1.4.3. Combien d’opérations (additions et multiplications) sont-elles réalisées ?
On comptera n — 1 produits si 'on effectue 2".
IL. DEUXIEME PARTIE.
On note R3[z] 'ensemble des fonctions polyndmiales de degré inférieur ou dgal & 3.
Oxn note &g, €1, &2, &3 les fonctions polyndmiales suivantes :
Ep:x— 1, & ::c'—r:c,ﬁgzzn—rzz,eg:xr—rms.

On rappelle que By = (€, &1, €2, €3 ) est une base du R-espace vectoriel Rg[x].

Pour toute fonction polynomiale P, on note i(P) I'application

P70} P7(0)
-~ % +z( 3 — F{0})).

zv+— (1 —2?)[P'(0)
II.1. Montrer que h est un endomorphisme de Ry[z].
I1.2. Déterminer la matrice de i dans la base By.

IL.3. Déterminer Vensemble des valeurs propres réelles de h.

11.4. Déterniner une base de I'image et du noyau de h.



PROBLEME II.

Dans ce probiéme, a est un réel strictement positif et / désigne une fonction de la variable réeile
définie sur Vingervalle {0, al, & valeurs réelles, continue et strictement croissante sur [0, e], dérivable
dans Pintervalle ]0, a[ et s’annnlant en zéro. La fonction f est alors bijective de [0, ] dans 10, f{a)]

et admet une réciproque, notée g.

La fonction g est caractérisée par

Yz € [O!Q]:Vy € [O,f(a)],y = f(z) — T= g(y)'

On remarquera que g est contimie sur 'intervalle [0, f(a}] et strictement croissante sur cet intervalle,

1.1. Dans les dewx premiéres questions, on montre que pour tout réel atef que 0 S a < a:

3 f(“)
M fn Fa)ds + [Q o()dy = of(0).

1.1.1. Justifier que V'on a g(0) =0.
1.1.2. Exemple : on prend f{z} = ¥ avec p réel strictement positif; vérifier la relation (1).

1.2. Pour tout a réel vérifiant 0 € o < a, on note ¢(a) la quantité :

o fla)
o) = /0 f(z)ds + jo glu)dy — e fle).

1.2.1. Exprimer la fonction ¢ & V'aide de f et de primitives de f et g.
1.2.2. Déduire du 1.2.1. que la fonction i ainsi définie est continue sur 0, al.

1.2.3. Montrer que ¢ est dérivable sur |0, af, de dérivée nulle sur 10,a[ et en déduire que  est
constante sur [0,a].

1.2.4. Véifier que o(0) = 0 et en déduire I'égalité (1).
i
2.1 Dans cette question, on applique la formule précédente au calcul de f /tan(z)dz.
o

2.1.1. Soit P(z) = 2* + 1. Montrer que P(z) = (2> + 2v2 +1)(2? — 2v2 +1).
Pour la suite du probléme, on admettra I'identité :

z? V2 z z

#+1 4 xz—m\/ﬁ+1_w2+m\/§+1}'

T.5.V.P.







2.1.2. Montrer que

i -
/ — dr= [-2/’ S
Jo #t+1 4 11‘—1[—1—

Indication : on utilisera un changement de variable.

2.1.3. En déduire que

] —-—ri1 = —ln{d—')\/_) \/QT

Indication : on pourra utiliser le changement de variable u = :I:\/ 2 — 1 ainsi que la formule valable
pour tout réel x, strictement positif :

i

1
Arctan(z) + Art‘tilll(}') =5

2.2. Dans cette question, fp désigne la fonction définie sur [0, i‘ par folz \/lun(r

: _ T _ T » .
2.2.1.Montrer que f; est strictement croissante sur [0, ; |, continue sur [0, —] et dérivable sur |0, >
4 ‘

Justifier Dexistence de la fonction f; ' et donner expression de cette fonetion réciproque.

1
2.2.2. Calculer [ Arctan(y®)dy par intégration par parties.
0

2.2.3. En utilisant (1) et 2.2.2. , donner la valeur de / ) y/ /tan(z)dz.
Jo

3. Dans cette question, on revient au cas général.
o désigne un réel vérifiant 0 < o < a, et § un réel vérifiant 0 < § < f(a).

3.1. Montrer, en distinguant deux cas selon la position relative de 3 et de flo) que

8
/ oy > (B~ Ha))
J fla)

puis que

(2) af < / f(z)dz + / g(y)dy.
3.2. Etudier dans l'intervalle [0, f(a)] les variations de la fonction définie par

¢
vt € [0, f(a)], h(t) =af —/ gy)dy.
0
Caleuler la valeur de son maximum et retrouver ainsi la formule (2).

FIN.






