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Partie I

Soit G 'ensemble des fonctions f définies sur [—1,1} telles que la restriction de f a
[~1,0] soit un polynéme de degré inférieur ou égal a trois, la restriction de f & ]0,1] soit
un (autre) polynome de degré inférieur ou égal & 3 et qui sont de classe C? sur l'intervalle
[—1.1] tout entier.

1. Montrer que § est un espace vectoriel.

2. Soit

P+ fixl + vz + 6, siz <O
f : I }_> 3 ] . *
T 4+ Bz + v+ 8 six >0

Donner une condition nécessaire et suffisante sur aj.51.71.91. a2, 82,72 et 62 pour
que f appartienne a G.

3. On pose

fo:xz—1l. fi:zez, fQZIL‘P—)IEQ

s 3 f e 0 siz <0
LTz, : .

’ ! 2 siz >0
Montrer que (fo. f1. f2. fa, f1) forme une base de G.

, Quelle est la dimension de G 7

Partie II

Soit (rz)zzw une suite de réels strictement croissante. On note, pour tout n € N*
0. = (zg.... ,zn). On considere S, I'ensemble des fonctions f de classe C? sur [z, Zn)
telles que la restriction de f & chaque intervalle |z,, z;4+1[, pour 7 variant de 0 a n — 1, est
un polynome de degré inférieur ou égal & 3. On pourra noter que l'ensemble G de la partie
I est du type S,,.
Un élément de S,, sera appelé fonction spline.
On note enfin Sgn Fensemble des fonctions splines f € S, telles que, pour tout

i€{0,...,n}. f(z;) =0.
1. Montrer que S, est un espace vectoriel.

s 2. Quelle est la dimension de S,, 7

3. On suppose que S, est de dimension d. Soit (fi,... , fqs) une base de S,, et soit
f € San+1'
(a) Montrer qu'il existe un unique d-uplet de réels (a3, ... ,aq) tel que

d
VI € [zo,2n), flz)= Zaifi(ﬂ?)-
1=1

(b) Soit p; le polynéme de degré inférieur ou égal & 3 tel que fi]]xn
On définit alors

= DPsi-

_1'1'71[

fi(z) siz € {zo,znl

Vi <d, f.l S _ .
pi(z) siz € [Tn, Tnti)

- 0 siz € [zg.zn|
fd-r-l : T — . "
(z~z,)% siz€[Tn,Tns1)




Banque PT 2002 205
Epreuve 1B (m02dt3e] 3/4

’ d
On pose enfin F = f — Zalﬂ.

=1
Montrer que sur [z,.2,.,], F est un polynéme de degré inférieur ou égal & 3

vérifiant F(z,) = F'(z,) = F"(z,) = 0.

(c) Montrer que (f}...., fs,,) forme une base de Sopir
(d) En déduire que la dimension de S,, est n + 3.

4. (a) Montrer qu'il existe un unique polynome p de degré inférieur ou égal a 3 sur
[a,b] (avec a < b) vérifiant

ou a, 5.v.4 sont des réels fixés.

/(b)) Soit (yo.... ,yn., ) n+ 3 réels fixés. Montrer, par récurrence sur n, qu'il
existe une unique fonction spline f € S, telle que

vie{0,....n}, flz;) =y,

, (c) Montrer que Sgn est un espace vectoriel.
Préciser sa dimension.
5. Soit f € SY .
Aa) Que vaut f™(2) pour s SIF S Y (e

,(b) Montrer que

/ T (@) dr = Fen) £ () — f(z0) /" (20).

9 -
fave g0 Cal cuf .
(On pourra dans un premier temps drppeelsolisiee e ur 7,7, [ a&

(c) Soit & : Sgn — R?

o — (¢(z0), ¢ (zn))
Montrer que @ est injective.
® est-elle bijective ?

(d) En déduire qu’il existe une unique fonction spline f de S, qui vérifie,

vie {0,...,n} f(z;) =y,
f(z

o
>
Il

Partie 111

Pour toute fonction f de classe C? sur [0,1], & valeurs dans R, on pose

£l = ( / 1 f”(t)th> "
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1. Soit f une fonction de classe C? sur [0, 1] vérifiant f(0) = f(1) = 0.
Soit ¢ la fonction impaire définie sur R, 2-périodique et qui vérifie

vz € [0,1]. g(z) = f(z).

(a) Montrer qu’il existe une suite (cn)nen de nombres réels telle que
: o
vre R, glz)= Z cn Sin(mnz).
n=1

(b) Quelle est la série de Fourier de g'?
g" est-elle égale & sa série de Fourier?

Al fu(z)de — _7;_4§: lcn12n4-

n=1

(¢) En déduire que

(d) Montrer que si les séries 4 termes réels 3" a2 et 3 b2 convergent, alors la serie
5™ anb, converge absolument et

S ol < (z ) (z bz)
n=1 n=1 n=1

1/2

(e) En déduire que

/

vee 0.1, |f(@)] < 53—5 171l

4

o o}
1 T
@] 11 — =
n rappelle que nz_: 375
2. Soit 0 = (0 = zg.... .7, = 1) une subdivision de [0,1]. On note h, = Tiy1 — ; et
h= sup h;
0<i<n—1

Soit f une fonction de classe C? sur [0,1] & valeurs dans K et ¢ I'unique fonction
spline de S, qui vérifie

Vi€ {0,...,n}, o(z:) = f(z), #'(0)=f10), ¢'1)=f(1)
(a) En considérant la fonction g; définie pour tout ¢ € [0,1] par

gi(t) = (f — @)(zi +th),

montrer que
If =l 32
sup |f(z) —plz)] £ 7= A"
IE[I,,J:,.H]I ! 3\/5
(b) Montrer que
1 =l = 117 = liell®

On pourra dans un premier temps obtenir une expression simple de
Ti41
[T - ) war
Z;

en effectuant une intégration par parties.
(¢) En déduire que

) - LPAIE P
Isé?o?u‘f( ) = p(z)] < 3\/5h :




