Méthode de Newton

Partie | — Théoréme du point fixe

Soit a <b deux réels el =|[a,b].
On se donngy: I — R une fonction telle que :
e Vzxel,gx)el,
- etil existe une constanték €[0,1 pour laguelle on ait/(z,y) € I% |g(z)— g(y)| < k|z —y] -
l.a  Justifier quegy est continue.
1.b  Montrer que I'équatiog(xz) = z possede une solution dans I’interva{Heb} puis que celle-ci est unique.
Nous la noterons .
2. Soitu €[a,b] et (z,) la suite réelle définie par :
ro=uetvneNyz , =g(z,).
2.a  Montrer que pour tout €N : |z, —a| <k"|u—q].
En déduire la limite de la suiter, ) .

2.b  Etablir que pour tout,peN : |z, —z,|< 11:k]: ..,
2.c  Endéduire que pour toute N :|z, —a] §£|xl—xo|.
3. On suppose qug est dérivable em .
3a  Etablir|g'(a) <k.
3.b  Onreprend les notations de la question 2.
Montrer que, si pour tout e N, z, = « alors lim Tnts 7 J'(a).
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Partie Il — Méthode de Newton

On se donne deux réets< b réels etf:[a,b] - R de classeC?.

On suppose qug(a) <0, f(b) >0 etqueVz €la,b], /' (z)> 0.

On s'intéresse & la résolution de I'équatif@) = 0 d'inconnuez € [a,b] .

l.a  Montrer que cette équation posséde une usmuéon o appartenant @ab[ .

1b Soitz, € [a,b] .
Déterminer I'abscisse du point d'intersection @xé¢ des abscisses et de la tangenftee z, .

2. Pour toutz € [a,b], on posey(z) =z — f,(z) :
[(2)
2.a Justifier quey est de class€”.
2.b  Calculerg(a) et g'(a).
3. On suppose, dans cette question seulementf cgst de surcroit concave.
On considére ensuite la suite,) définie par :z;=a etVneN,z, , =g(z,).

3.a  Montrer que la suitér,) est bien définie, croissante et qde € N,z € [a,a} .

3.b  Etablir quer, — «.



4.a
4.b
4.c
4.d

On revient au cas général.

Justifier qu'il existé: > 0, tel que, en notank = [o—h,a+h], on aitVz € I,|¢'(z)| < 1.
Etablir quevVz € I,g(x) e

Justifier aussi qu'il existe €[0,1 tel queV(z,y) € 1%,|g(z)— g(v)| < klz—y].

En déduire qu&'v € I, la suite(z,) définie parz, =u etz, , = g(z,) converge versy.

On reprend les notations de la question ci-desson suppose de plus queest de classé?.

: . N AEYe "
Etablir que, si pour toub € N, z, =« alors lim —2—— = 9.() .
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